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Resumen 



Esta tesis trata sobre la construction de una teoria de gauge invariante off- 
shell para el Algebra M en 11 dimensiones, a traves del uso de una forma de 
Transgresion como Lagrangeano. 

Para realizar esto, primero analizamos la construction general de teorias de 
gauge a traves de formas de Transgresion para un grupo de simetria arbitrario 
(Capitulo [3j). Algunos resultados interesantes con respecto a este punto consti- 
tuyen 

1. el calculo de cargas de Noether conservadas off-shell, 

2. la asociacion de la estructura de dos conexiones propia de una forma de 
Transgresion con distintas orientaciones de la variedad base y 

3. la construction de un Metodo de Separation en Subespacios, el cual permite 
dividir la action en un termino de volumen (bulk) y uno de borde, y separar 
cada uno de ellos en trozos que reflejen la fisica asociada con una cierta 
election de grupo de simetria. 

Para llevar a cabo la construction de la teoria de gauge, sera necesario crear 
una nueva herramienta matematica, llamada 5-Expansiones, para analizar la es- 
tructura del Algebra M y crear un tensor invariante para ella (Capitulo HJ). Este 
metodo es desarrollado en forma general, y permite, dada una cierta algebra de 
Lie y un semigrupo abeliano discreto, crear nuevas algebras de Lie (Algebras 
£-Expandidas, Subalgebras resonantes, Algebras reducidas en forma resonante). 
Aplicando est as herramientas, se construye un tensor invariante para el Alge- 
bra M, el cual sera usado como fundament o para la construction de una teoria 
de gauge de Transgresion para el Algebra M (Capitulo La relation entre la 
dinamica cuadridimensional asociada a esta teoria y la torsion en D = 11 son 
asimismo consider ados. Por ultimo, concluimos con un analisis de las posibles 
aplicaciones de las herramientas desarrolladas, en el contexto de Cosmologia, 
Super gravedad y Teoria de Cuerdas. 
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Abstract 



This thesis deals with the construction of an eleven- dimensional gauge theory, 
off-shell invariant, for the M Algebra. The theory is buit using a Transgression 
Form as a Lagrangian. 

In order to accomplish this, one must first analyze the general construction 
of Transgression Gauge Field Theories, for an arbitrary symmetry group (Chap- 
ter [3j) . Some interesting results regarding this point are 

1. the calculation of Noether Charges which are off-shell conserved, 

2. the association of the double connection structure of the Transgression 
Form with both orientations of the basis manifold and 

3. the Subspace Separation Method, which allows us to divide the action in 
bulk and boundary terms, and to split them in terms which reflect the 
physics corresponding to a symmetry group choice. 

To construct the gauge theory explicitly, it is necessary to buid a new mat- 
hematical tool, called 5-Expansion procedure. Analyzing the M Algebra under 
the light of this method, it is possible to construct an invariant tensor for it. 
This method is developed in a general way and, given a Lie algebra and an Abe- 
lian, finite semigroup, it allows us to generate new Lie algebras (5-Expanded 
Algebras, Resonant Subalgebras, Resonant Forced Algebras). 

Applying this tool, an invariant tensor for the M Algebra is constructed, 
which serves as the basis upon which a Transgression Gauge Field Theorie for 
the M Algebra (Chapter ED is constructed. The relationship between the four- 
dimensional dynamics from this theory and the eleven- dimensional torsion is also 
considered. Finally, we close with an analysis of the possible applications of the 
developed tools, in the context of Cosmology, Supergravity and String Theory. 
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Capitulo 1 
Introduction 



" Venient annis 
S&cula seris, quibus Oceanus 
Vincula rerum laxet & ingens 
Pateat tellus, Typhisque nouos 

Detegat Orbes, 
Nec sit terris vltima Thyle^ " 
(Abraham Ortelius, Theatrvm Orbis Terrarvm de 1570, considerado el primer 
atlas moderno, citando la Medea de Seneca, Acto II, en relacion al 
descubrimiento de nuevos continentes) 

1.1. Motivacion 

Los ultimos cientos de anos han sido una epoca de profundos cambios para 
nuestro mundo. El planeta ha sido, y esta siendo, transformado por nuestra 
especie a una escala quizas solamente equiparable con la aparicion de las primeras 
formas de vida vegetal en los oceanos, las cuales transformaron la atmosfera 
primitiva en una de oxigeno. Esto no es un accidente, sino mas bien se debe a 
la aplicacion de la Ciencia y el Metodo Cientffico en la exploration de nuestro 
mundo. Ella nos ha provisto de la capacidad para entender y predecir en forma 
precisa los fenomenos naturales. Como consecuencia de esto, la humanidad ha 
sido capaz de desarrollar una tecnologia que le ha permitido modificar en forma 
radical nuestro medio ambient e. 

Sin embargo, y pese a este avasallador exito, la Fisica dista mucho de estar 
"finalizada" . De hecho, si hay una cosa que podemos decir con seguridad, es que 

lu Anos vendrdn/ Al paso de los tiempos, en que suelte el Oceano /Las barreras del mundo 
y se abra la tierra/ En toda su extension, y Tetis nos descubra/ Nuevos Orbes,/ Y el confin 
de la tierra ya no sea Tule? 
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CAPITULO 1. INTRODUCCION 



nuestro conocimiento de las leyes fundament ales de la fisica no es solo incompleto, 
sino que ni siquiera forma un todo autoconsistente. Para entender mejor esta 
afirmacion, es provechoso a modo de ilustracion hacer un paralelo entre el estado 
de la fisica actual y el conocimiento geografico del mundo occidental durante los 
s. XV y XVI, "la era de los descubrimientos" . En aquellas epocas, el mundo 
occidental, recien salido de la oscuridad intelectual del medioevo, se lanza a 
la exploration de oceanos desconocidos. Cuando se observa un mapa de aquel 
entonces, es posible observar un hecho muy natural: las areas conocidas (las 
mas accesibles) son dibujadas con gran detalle, mientras que extensas zonas 
inexploradas solo aparecen esbozadas. En particular, se volvia un gran problema 
el saber si dos regiones distintas eran parte de un mismo continente, o si estaban 
separadas por un oceano. Las costas solian ser exploradas antes que los interiores 
de las regiones recien descubiertas, esto conllevo equivocos famosos, como por 
ejemplo, confundir bahias con desembocaduras de rios (ciudades como Rio de 
Janeiro deben sus nombres a errores como aquellos). Poco a poco, los viajeros 
llegaban mas lejos, e islas separadas en los mapas se iban fundiendo para llegar 
a ser continentes, mientras que nuevos oceanos y estrechos uniendolos fueron 
apareciendo en lugares inesperados (Vease Fig il.ll) . 

En fisica, la situation ha sido, y sigue siendo, bastante similar. Usualmente, 
se empieza con fenomenos aislados, explicados a traves de teorias ad hoc, incone- 
xas entre si. Con el tiempo, se vuelve de manifiesto que en realidad estas teorias 
corresponden a distintos aspectos de una unica teoria, mas sencilla y elegante, 
la cual engloba las teorias mas pequenas en unico marco unificador. Este ha sido 
precisamente el caso (aun no completamente resuelto) de las cuatro interacciones 
fundament ales: Electromagnetica, Debil, Fuerte y Gravitacional. Asi por ejem- 
plo, la Electrodinamica Cuantica y la Interaction Debil fueron las primeras en 
llegar a ser unificadas, y posteriormente, la Cromodinamica cuantica se ligo a 
ellas en el contexto del Modelo Estandar. Por otra parte, gravedad se ha resis- 
tido tercamente a los intentos de unification con las otras interacciones (Vease 
Fig.O). 

Quizas, los enfoques mas prometedores con este objetivo en mira han sido 
los entregados por Teoria de Cuerdas, Gravedad Cuantica de Lazos y Geometria 
No-Conmutativa. De entre estos enfoques, Teoria de Cuerdas se muestra desde el 
inicio particularmente apropiada para unificar las interacciones fundament ales. 
Esto se debe a que en este contexto, las cuatro interacciones fundament ales 
corresponderian sencillamente a diferentes modos de vibration de un solo objeto 
fundamental, la cuerda. Como consecuencia, la teoria de cuerdas ha arrojado 
alguna luz sobre que podemos esperar de una teoria cuantica para la gravitacion. 

Sin embargo, nuestra analogia con los explor adores del s. XV sigue siendo 
valida en este contexto. No existe solo una posible formulacion para la Teoria 




CO 

Figura 1.1: Mapa del Mundo del primer atlas moderno, el Theatrvm Orbis Terrarvm, realizado en 1570 por Abraham 
Ortelius. Observese en particular la inexact it ud de los conocimientos geograficos (y de la topologia inclusive!) de 
regiones como Tierra del Fuego y Australia. 
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Interacciones Fundamentales 




Figura 1.2: Un "mapa"de las cuatro interacciones fundamentales 
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de Cuerdas, sino cinco de ellas: Tipo I, Tipo IIA, Tipo IIB, Heterotica SO (32) 
y Heterotica E 8 x E 8 . Hasta antes de la decada de 1990, estas teonas eran como 
"islas en un mapa" , completamente independientes entre si. Sin embargo, a prin- 
cipios de esa decada se descubrio que estaban estrechamente relacionadas a traves 
de una red de dualidade^E Las mas importantes entre ellas son la Dualidad T 
(dualidad bajo el intercambio Rt±1/R del radio de compactificacion) y la Dua- 
lidad S (dualidad entre acoplamiento debil y fuerte). Asi por ejemplo, Tipo IIA 
y Tipo IIB son T-duales, lo que significa que en realidad ambas son dos descrip- 
ciones equivalentes de la misma teoria. De la misma forma, Heterotica SO (32) 
y Heterotica E 8 x E 8 son tambien T-duales, y Tipo I y Heterotica SO (32) son 
S-duales. Asi, tenemos simplemente dos grandes grupos de teonas de cuerdas: 
teonas tipo II y tipo I-heterotico. 

Pero a su vez, estos dos grupos de teonas no est an del todo desconectados 
entre si. Sucede que las teonas de cuerdas Tipo IIA y Heterotica SO (32) tienen 
como Kmite de bajas energias supergravedad IIA en 10 dimensiones, mientras 
que las teonas de cuerdas Tipo IIB y Heterotica E 8 x E 8 tienen como Kmite de 
bajas energias supergravedad IIB en 10 dimensiones. En 1995, E. Witten pre- 
sento una posible explication para esta situation. Sucede que supergravedad IIA 
en 10 dimensiones tambien puede ser obtenida a partir de la formulation de 
supergravedad en 11 dimensiones debida a Cremer, Julia y Scherk. Sin embar- 
go, esta supergravedad no es completamente consistente por si misma, y por lo 
tanto, parece bastante plausible la existencia de una teoria mas general en 11 
dimensiones — apodada Teoria M por Witten — la cual tiene como Kmite de ba- 
jas energias la supergravedad CJS y esta relacionada con teoria de cuerdas via 
reduction dimensional. 

Curiosamente, si quisiesemos en este punto dibujar un mapa represent ando 
este conjunto de teonas y sus relaciones, obtendriamos algo similar a una de las 
ya mencionadas cartas de navegacion del s. XV (Vease Fig il.31) . 

Hasta el momento solo se perfilan algunas regiones costeras, pero se tienen 
buenas razones como para sospecKar la existencia de un continente desconocido 
en el interior. 

Se conoce (o especula) sobre algunas de las caracteristicas que deberia pre- 
sent ar la Teoria M. En particular, se postula que su action deberia ser invariant e 
bajo el Algebra M, la cual corresponde a la extension supersimetrica maximal 
del algebra de Poincare en 11 dimensiones, con dos cargas centrales bosonicas, 



2 Una dualidad entre teorias es, en pocas palabras, un mapeo entre los estados cuanticos de 
ellas, tal que la descripcion de estos estados es preservada bajo este mapeo. Asi por ejemplo, 
es posible realizar obtener ciertos resultados en el contexto de cierta teoria (amplitudes de 
scattering por ejemplo), y estos pueden ser mapeados a la otra, sin perder su validez. 
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Teorfa M 




Figura 1.3: Las Teorias de Cuerdas y Supergravedad est an relacionadas a traves 
de dualidades, Kmites de bajas energias y reduction dimensional: esto sugiere 
que ellas no son mutuamente incompatibles, sino mas bien distintos casos Kmite 
de una teorfa mas fundamental. 
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Zaf, y Z av .. a5 . Asi su anticonmutador es de la forma 

{q, 0} = I (r a p a - l -v ab z ab + ^T abcde Z abcde ) . 

La razon para hacer esta election como simetria fundamental es para incluir 
gravedad en forma natural en este contexto, para lo cual debe asociarse el elfbein 
e a con los generadores de traslaciones de Poincare P a) y la conexion de spin uj ab 
con los generadores de Lorentz, J^. 

Siguiendo esta lmea de pensamiento, el problema se vuelve particularmente 
interesante. Cuando se parte del postulado de que la Teoria M debe ser invariante 
bajo el Algebra M, result a de especial interes construir una teoria de gauge 
para la citada algebra. Esto significa que usar una 1-forma conexion A (x) = 
A^Ta&x^ valuada en el Algebra M como campo fundamental. 

Dada una cierta simetria, encontrar un principio de accion invariante de gauge 
es un problema que puede llegar a ser altamente no trivial. El procedimiento 
"traditional" para resolver este problema (usado en el Modelo Estandar por 
ejemplo) es utilizar la Accion de Yang-Mills, 

J (F 2 ) = J dx n ^g^Tr(T A T B )F^F p B (T . (1.1) 

Asi es como se describen por ejemplo, la interaction electrodebil GWS o la Teoria 
de Gran Unification GUT (Modelo Estandar). Sin embargo, existe una diferen- 
cia fundamental entre las interacciones del Modelo Estandar y el Algebra M. 
Debemos observar que para escribir el Lagrangeano de Yang-Mills, es necesaria 
la existencia de una metrica invertible. Las interacciones del Modelo Estandard 
se modelan sobre un espacio-tiempo piano, sin dinamica, con una metrica Min- 
kowskiana de fondo. Sin embargo, en el contexto de la Teoria M, se debe de 
incluir la interaction gravitational y por lo tanto la metrica pasa ser un campo 
dinamico; asi ya no puede constituir el fondo (background) de la teoria, puesto 
que no perteneceria a la estructura de gauge. 

Sin embargo, tambien existe un procedimiento conocido (del cual utlizaremos 
una generalization en la presente tesis) para construir teorias de gauge sin utilizar 
una metrica de fondo. En el ano 1974, a partir del trabajo de Shiing-Shen Chern 
and James Harris Simons (Vease Ref. [13]) se introdujo lo que paso a llamarse 
posteriormente Forma de Chern-Simons. Esta paso a jugar un rol fundamental 
en la construction de un nuevo tipo de teoria de gauge a a partir de los trabajos 
de E. Witten y A. Chammseddine en los 80 (Vease Refs. [S9ll70ll68l [TT1 [T2J ) . 

Dada un algebra de Lie, una forma de Chern-Simons permite construir en 
cada dimension impar con una teoria de gauge que no requiere una estructura 
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metrica de fondo. La idea ha resultado particularmente fructifera en la construc- 
tion de gravedades y supergravedades como teorias de gaug^l (Vease por ejemplo 
Refs. [331 [361 [691 El [El SIl 

La posibilidad de utilizar formas de Chern-Simons para construir un principio 
de accion para la Teoria M ha sido estudiada en Refs. [61] . y [311 [51] . En Ref. [61], 
la construccion ha sido llevada a cabo utilizando para ello el algebra o$p (32|1) , 
y en las Refs. [3U, EI] usando el algebra o$p (32|1) x OBp (32 1 1) . 

Recientemente ha sido postulada la posibilidad de explorar formas de trans- 
gresion en lugar de formas de CS para construir teorias de gauge. En Refs. [471148] 
ha sido mostrado que este punto de vista resulta particularmente ventajoso des- 
de el punto fisico, en particular en lo que respecta a condiciones de contorno y 
definition de cargas conservadas. 

La presente tesis muestra como construir una forma de Transgresion invarian- 
te bajo el Algebra M. Esto significa analizar en forma exhaustiva los vmculos 
entre el algebra osp (32 1 1 ) y el Algebra M. El procedimiento estandar para ob- 
tener el Algebra M es a traves de un proceso de expansion en potencias de las 
formas de Maurer-Cartan (Vease Refs. [221 [23]). Sin embargo, la construccion 
explicita de la forma de transgresion requiere de la creation nuevos metodos que 
permit an generar nuevas algebras de Lie. Estos metodos, que abarcaran buena 
parte de la presente tesis, se basan en el uso de semigrupos abelianos, con los 
cuales se generan nuevas algebras y sus correspondientes principios de accion. 

1.2. Plan de la Tesis 

Toda teoria de gauge se basa en el concepto matematico de fibrados. Por 
ello, en el Capitulo [2] se hace una revision de algunos concept os introductorios 
en fibrados, conexiones y grupos de Lie, finalizando con el Teorema de Chern- 
Weil y las formulas de Homotopia. 

En el Capitulo [3] se analizan aspectos generales de la construccion de una 
teoria de campos usando formas de transgresion como lagrangeano asi como su 
relacion con una teoria de Chern-Simons. A modo de ejemplo explicito anali- 
zaremos la construccion de gravedad como teoria de gauge usando formas de 
transgresion y Chern-Simons, comparando ambas formulaciones. 

3 En dimensiones impares, y siempre y cuando no se impongan constraints como la condicion 
de torsion nula. En dimensiones pares, el problema de escribir una teoria de gauge genuina 
(i.e., sin imponer nulidad de la torsion) es un problema mucho mas dificil de resolver. Algunos 
intentos en esta direccion han sido los de MacDowell-Mansouri (Vease Ref. [39J), (la accion es 
un invariante topologico) y los de Refs. [5H[56] en donde se utilizan realizaciones no lineales del 
grupo de Lie. La relacion de este ultimo procedimiento y Chern-Simons a traves de reduccion 
dimensional es analizado en Refs. [32| [55]. 



1.2. PLAN DE LA TESIS 



9 



En el Capitulo EH estudiaremos algunas caracteristicas basicas de semigrupos 
y construiremos un nuevo metodo — al que llamaremos 5-Expansiones — para 
generar algebras de Lie. En el contexto de este metodo, mostraremos como cons- 
truir tensores invariantes, los cuales son el ingrediente clave en la const ruction 
de formas de Chern-Simons y Transgresiones. Por ultimo, analizaremos distintos 
ejemplos explicitos del procedimiento, y como el Algebra M cabe dentro de este 
esquema. 

En el Capitulo El se llevara a cabo la construction de una teona de gauge para 
el Algebra M a traves de una forma de transgresion, utilizando las herramientas 
matematicas desarrolladas en Capitulos[3]y[H A partir de este lagrangeano, ana- 
lizaremos algunas caracteristicas interesantes de la fisica cuadridimensional. Por 
ultimo, concluiremos en Capitulo [6] con un analisis de las posibles aplicaciones 
de los metodos presentados. 
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Capitulo 
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Fibrados 



y Conexiones 



" To those who do not know mathematics it is difficult to get across a real 

feeling as to the beauty, the deepest beauty, of nature... 
If you want to learn about nature, to appreciate nature, it is necessary to 
understand the language that she speaks in." 
(R. Feynmai£l) 

"All these difficulties are but consequences of our refusal to see that 
mathematics cannot be defined without acknowledging its more obvious feature: 

namely, that it is interesting" 
(M. Polanyi, 1958, Personal Knowledg^l) 

Para describir una teoria de gauge en forma rigurosa, debemos recurrir al 
concepto matematico de fibrado o haz de fibras (fiber bundle) . Un fibrado corres- 
ponde es una variedad que localmente corresponde al producto directo de dos 
variedades. 

Este concepto matematico es fundamental para llevar a cabo la construccion 
de cualquier teoria de gauge, y por lo tanto, se presentaran aqui en forma general 
pero sucinta, para aplicarlos despues en la construccion de una teoria de gauge 
para el Algebra M. 

Para un analisis detallado de estos conceptos, se recomienda el libro Ref. [50] 
y especialmente el libro Ref. [19]. 

1 "A aquellos que no conocen las matemdticas, es dificil transmitirles un sentimiento real 
de la belleza, la profunda belleza, de la naturaleza. . . Si quieres aprender sobre la naturaleza, si 
quieres apreciar la naturaleza, es necesario entender el lenguaje que ella habla" 

2 " Todas estas dificultades no son sino consecuencias de nuestro rechazo a ver que las ma- 
temdticas no pueden ser definidas sin reconocer su caractenstica mas obvia: a saber, que es 
interesante" 
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Figura 2.1: Trivializacion Local. 

2.1. Fibrados 

Definicion 1 Unfibrado consiste de los elementos {E ) 7r, M, F} , en donde E, M 
y F corresponden a espacios topologicos y it \ E —> M corresponde a un mapeo 
continuo y sobreyectivo. Nos referiremos a E como espacio total, a M como 
espacio base, a F como fibra y a n como proyeccion. 

Definicion 2 La condition de trivialidad local consiste en requerir que para 
todo x G M, exista una vecindad abierta U de x tal que 7r _1 (U) es homeomorfico 
al espacio producto U x F. El homeomorfism^ asociado tp : 7r _1 (U) —> U x F, 
es tal que el diagrama de Fig. \2.1\ conmuta, en donde proy x corresponde a la 
proyeccion natural proy x : U x F — > U. Mas expMcitamente, exigiremos que para 
cada x en U, 

proy 1 oLp o 7T _1 (x) = x. (2.1) 

Sea {U a } un cubrimiento de abiertos para M, U a C/ a = M. Cada uno de llos 
tiene asociado un homeomorfismo tp a : 7r _1 (U a ) U a x F. El conjunto de pares 
{UaiPa} forma una trivializacion local del fibrado.Asi, para todo x G M, la 
preimagen 7r _1 (x) es homeomorfica a F y sera llamada simplemente /i6ra en x. 
En lo que sigue, asumiremos que el espacio base es conexo, y que se satisface la 
condicion de trivialidad local. 

3 Una funcion ip : X — > Y es llamada un homeomorfismo cuando es uno a uno, continua 
y de inversa continua. No confundir con un homomorfismo. 
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2.1.1. Funciones de Transicion 

Para describir el fibrado completo en terminos de la trivializacion local {U a) (p a } , 
es necesario encontrar condiciones de juntura en las intersecciones no vacias 
entre distintos abiertos. Dados dos abiertos U a y Up, de intersection no nula, 
U a fl Up 0, sus respect ivos homeomorfismos tp a y tpp en general mapearan en 
forma distinta 7r _1 (Ui n Uj) en (C^ D C/^) x F, 

¥>a : 7T- 1 (t/ a n c^) (t/ a n C^) x F, 
^ : 7T- 1 (t/ a n c^) - (t/ a n E^) x F. 

6 mas explicitamente, 

^c* 0) = 0) , Vol (p)) = fa, 2/a (p)) 

^ (p) = (tt (p) , ^ (p)) = (x, ^ (p)) 
en donde x G U a HUp, y a G F. Esto induce la siguiente 

Definicion 3 Componiendo los homoemorfismos (f a y (p^ 1 , tenemos que 

o ^ : (E/" a n^)xF^ (t/ a n C^) X F 
o mas explicitamente, 

Pa o (x, ^) = (x, (x) ^) , (2.2) 

en donde r a p (x) corresponde a un operador continuo actuando por la izquierda 
sobre los puntos de la fibra, r a p (x) : F — > F, a/ g?/e llamaremos funcion de tran- 
sicion. Las funciones de transicion deben de satisfacer las siguientes condiciones 
de consistencia: 

1- T aa (x) = 1 F (operador identidad sobre F), 

2. T a p (x) = T^l (x) , 

3. r ai (x) = r a p (x) Tp 1 (x) . 

La ultima condicion debe cumplirse en el caso U a nUpnU 7 ^ 0, y es llamada 
condicion de cociclo. Estas tres condiciones implican que estos oper adores jorman 
un grupo, al que llamaremos G. Asi, tenemos que 



T a f3 ' u a n Up — > G. 
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En el caso de un fibrado suave (es decir, cuando M y F corresponden a 
variedades diferenciables, y los mapeos n y tp son suaves) G corresponde a un 
grupo de Lie. De ahora en adelante, consideraremos solo este tipo de fibrados. 
Hemos hecho actuar las funciones de transition por la izquierda, pero por su- 
puesto, esto es solo materia de convention. Es posible definir la accion de un 
grupo de simetria sobre la fibra por la derecha, lo cual induce en forma univoca 
la accion derecha de este grupo sobre el fibrado, tal como en la siguiente 

Definicion 4 Sea g un elemento de un grupo de simetria G. Denotemos la ac- 
cion derecha de g sobre sobre la fibra como 

y'pip) = V(3 (p)g- 

Sean dos puntos del fibrado principal, p y pi en P. Diremos que 

p' =pg 

siempre y cuando se cumplan las condiciones 

71 (pg) = 7T (p) , 

yp (pa) = yp (p)g- 

Esta accion inducida sobre el fibrado es completamente independiente del 
homeomorfismo <pp escogido. En efecto, de ec. (12.21) . tenemos que 

Vol (P) = T a f3 (x) Vf3 (p) 

y por lo tanto, 

Va (pg) = r af3 0) y p (pg) , 
= r a p (x)yp(p)g, 
= Va (p)g. 

Asi, vemos que el concepto de accion derecha sobre el fibrado es independiente 
de la election de y a . 

Ambas operaciones, actuar por la izquierda y por la derecha sobre la fibra 
seran importantes en lo que sigue. Usaremos la notation L g para denotar la 
accion izquierda de g y R g para la derecha. 

Por otra parte, la existencia de acciones por la izquierda y por la derecha su- 
giere la election de una estructura particularmente elegante de fibrado: el fibrado 
principal. 

Definicion 5 Un fibrado principal es aquel en donde 
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1. la fibra F, 

2. el conjunto de funciones de transition {r a p} y 

3. el grupo de simetria G que actua por la derecha 

coinciden y corresponden al mismo grupo de Lie, al cual llamaremos G. 

Como veremos a continuation, este tipo de fibrados representa el bloque 
basico de construction de las teorias de gauge. Para un fibrado principal, la 
convention usual en la literatura es llamar al espacio total no sino mas bien 
P. De ahora en adelante, todo el desarrollo sera llevado a cabo en el contexto de 
fibrados principales, i.e., con F = G. 

2.1.2. Secciones Locales 

Definicion 6 Dado el cubrimiento de abiertos {U a } para M, es posible definir 
una section local a a , como el mapeo 

tal que para todo x en U a cumple 

7r o a a (x) = x. 

Una section a a y un homeomorfismo local cp a : 7r _1 (U a ) —> U a x G estan 
intimamente relacionados. En efecto, dado un homeomorfismo ip a este induce 
una section natural como 

(x) = cp' 1 (x, e) 

en donde e es la identidad de G. Lo inverso tambien es cierto: una section induce 
el homeomorfismo local reciproco. Asi, sea el mapeo y a : 7r _1 (U a ) —> G tal que 

°a (x) y a (p) = p, (2.3) 

en donde y a (p) G G esta actuando por la derecha sobre el punto a a (x) . Es 
trivial demostrar que esta definicion satisface la condition y a (pg) = y a (p) g. Esta 
definicion tambien es autoconsistente, pues p [y a (p)] 1 = cr a (x) sin depender de 
p. En efecto, sea p / = pg; entonces 

p' [vol {p'W 1 = pg [y a (pg)]' 1 , 
= pgg~ l [y a (p)] -1 , 
= p[y a (p)] _1 - 
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Asi, vemos que es posible definir 

Pa (p) = (x,y a (p)), 

y en donde la condition (12.3ft implica que a a (x) = (x, e) . 

Las secciones locales a a y sobre U a C\Up estan relacionadas entre si a traves 
de las funciones de transition r a p : U a nUp — ► G. Sean las secciones naturales 
(7 a y ^; de ec. ( 12.31) tenemos que 



y por lo tanto 



ya que 



O a (x) Vol (p) = °p (x) Vf3 (p) 
Vf3 0) = <T a (^) 2/a 0) [VP (P)}' 1 , 

= cr a (x) r af3 (x) , (2.4) 

Vol (?) = ^ fa) (?) • 



2.1.3. Grupo de Simetria 

Dado que la fibra en nuestro caso corresponde a la variedad del grupo G, es 
conveniente precisar algunas de sus caracteristicas fundament ales. En la presen- 
te tesis trabajaremos en general con supergrupos y super algebras, por lo tanto, 
usaremos indistintamente las palabras "grupo" y "algebra" , tambien para super- 
grupos y superalgebras. 

El espacio tangente T e G de G sobre el elemento identidad e, constituye el 
algebra de Lie g asociada a G. Sea {Ta} una base de T e G = g; entonces 

[T A ,T B ]=C AB C T C , (2.5) 

en donde C AB C son las constantes de estructura, las cuales satisfaceiB 

y la identidad de Jacobi, 

{ _ iV (ahd) c AB c c CD E +(-iy {DMB) c DA c c CB E H-i) q{BHA) c BD c c CA E = o. 

. En general, usaremos tipografia negrita o PIZAMRA para denotar objetos 
valuados en g. 



4 Como es estandar, usaremos q (A) = para Ta bosonico y q (A) = 1 para Ta fermionico. 
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El conmutador ec. (12. 5 j) induce la nocion de conmutador sobre formas dife- 
renciales valuadas en el algebra. Sean M y iV una m y n-forma respectivamente 
sobre una variedad V, valuadas en el algebra £j, i.e., 

M = M A T A , 
N = N A T A , 

en donde M A £ Q m (V) y N A £ Q n (V). Se define el conmutador entre M y N 
como 

[M, N] = M A N B [T A ,T B ], 
= M A N B C AB C T C . 

Observese que en la definition de [M, N] el producto "A" esta implicito; 
M A N B = M A A N B . 

Cuando el conmutador del algebra viene dado por la representacion inducida 
por el algebra cobertora universal, 

[T A , T B ] = T A T B - (-lf A ^ T B T A , 

entonce^l 

[M, N] = MN - {-\) mn NM. (2.6) 

Debido a que T e G = g, resulta interesante definir un mapeo desde vectores 
en un espacio tangente T g G hacia el espacio tangente T e G] para ello debemos 
definir cierta notacion, como sigue a continuacion. 

Sean V y W dos variedades y sea / : V —> W un mapeo entre ellas. Denota- 
remos con /* la imagen reciproca (pullback) inducida por / : V — > W sobre una 
forma en W hacia V, y con /* la imagen directa (pushforward) inducida sobre 
un vector en V hacia W. 

De esta forma, dado un vector X (g) G T g G, el correspondiente elemento del 
algebra de Lie, X e = T e G esta dado por 

X = L g - U (X(g)). 

Esta operacion induce la definicion de la forma canonica de un grupo de Lie 
o forma de Maurer-Cartan, a+ (g) G f^ 1 (G) ® 0, como la forma que satisface 

a+ (g) (X (g)) = X 

5 Cuando escribimos M = m a B a + jJL a F ai siendo B a un generador bosonico y F a uno 
fermionico, m a correspondera a una forma real, y ji a a una de Grassmann, por lo que M 
siempre sera una forma "bosonica" . 
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Dada una representation matricial de G, es directo demostrar que la condi- 
cion 

a + (g) (X (g)) = L g - U (X (g)) 

implica que 

(9) = # _1 d G # 

en donde d G corresponde a la derivada exterior sobre G. 

Las componentes a A de a + = a+T a constituyen una representation dual del 
algebra de Lie, y satisfacen las ecuaciones de estructura de Maurer-Cartan, 

d G aC + ^C AB c a*a* = 0, (2.7) 

o en terminos de a + , 

d G a + + ^[a + ,a + ] =0. (2.8) 

Las ecuaciones (12.51) y (12.71) son duales una con respecto a la otra; contienen la 
misma information. Asi mismo, el dual de la identidad de Jacobi es simplemente 
la derivada exterior de ecuacion (12.71) . 

l n D n A n B r C C E - 

o en terminos de a + , 

2 t a +^ t a +> a +]] = °- 

2.2. Conexion sobre Fibrados Principales 

Dado que localmente el fibrado tiene una estructura del tipo U x G ) parece 
razonable esperar que el espacio tangente al fibrado pueda descomponerse en 
una estructura de suma directa. La descomposicion se efectua en un subespacio 
tangente "vertical", tangente a la fibra G, y uno horizontal, "ortogonaF a el. 
Esta operation se lleva a cabo a traves de la llamada Conexion de Ehresmann. 

Denotaremos con d P la derivada exterior sobre el fibrado P y con d M la 
derivada exterior sobre la variedad base M. 

Sea T p P el espacio tangente del fibrado principal en p. Lo descompondremos 
como T p P = V P P® H p P en donde V P P corresponde al espacio tangente a la fibra 
(subespacio vertical) y H p P a su complemento (subespacio horizontal), tal como 
se muestra en la siguiente 

Definicion 7 El subespacio vertical V p P de T p P estard definido como el kernel 
de 7T*, i.e., 

V P P = {Y e TpP tal que tt* (Y) = 0} . (2.9) 
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Por otra parte, para definir el subespacio horizontal en forma umvoca, se 
debe definir primero una conexion sobre el fibrado como en la siguiente 

Definicion 8 Sea Ag^ 1 (P) ®0 una 1 -forma sobre P valuada en el algebra de 
Lie, la cual satisface las siguientes condiciones: 

1. La forma A es continua y suave sobre P, 

2. para todo Y e V p P se cumple que 

A (Y) = a + (y a (p)) (y^Y) = Y, (2.10) 

3. y la accion derecha del grupo viene dada por 

R* g (A(pg))=g- 1 A(p)g, (2.11) 
en donde P* es la imagen reciproca inducida por la accion derecha, p f = pg. 
Entonces, A sera llamada una conexion sobre el fibrado. 

Es interesante observar que de la primera condicion se tiene que A debe ser 
definida globalmente sobre todo el fibrado. La segunda condicion implica que 
A asocia a cada vector del subespacio vertical su correspondiente elemento del 
algebra de Lie. Aqui y a * representa a la imagen directa y a * : T p P —> G inducida 
por el mapeo y a : P — > G. 

Una definicion de conexion A induce una definicion de subespacio horizontal, 
tal como en la siguiente 

Definicion 9 El subespacio horizontal sera definido como el kernel de A, i.e., 

H p P = {X £ T p P tal que A (X) = 0} . 

Asi, dada una conexion A, tenemos una definicion umvoca para H p P. Esta 
definicion cumple con la condicion de consistencia 

HpgP = R g *H p P, (2.12) 

i.e., la distribucion de H p P es invariante bajo la accion de G. En efecto, sea 
X e HpP. Entonces, 

A(P,* (X)) = P;(A(X)) = 0, 
y por lo tanto, R g *X e H pg P. 
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2.2.1. Transformaciones de Gauge 

La conexion sobre el fibrado A esta mtimamente ligada con el concepto de 
conexion encontrado en teorias de gauge. Definamos sobre cada abierto U a de 
M la conexion de gauge A a G (U a ) ® como 

A a = a* a (A). (2.13) 

Por lo tanto, dados dos abiertos U a y Up de intersection no nula, U a C\Up ^ 0, 
tenemos sobre U a C\Up dos conexiones de gauge, A a = a* (A) y Ap = dp (A) . 
Dado que las secciones a a y ap estan relacionadas a traves de las funciones de 
transition r a p[vease ec. (12.41) ]. entonces A a y Ap tambien deben de estarlo. Para 
encontrar la relation entre A a y Ap, debemos de considerar cuidadosamente 

ec. (E3D, 

ap (x) = a a (x) r a p (x) . 

Aqui, r a p (x) actua como un elemento del grupo por la derecha sobre el punto 

a a (x) , 

Tap (x) : cr a (x) ap (x) . 
Por otra parte, r a p le asigna a cada punto de U a n Up un elemento del grupo, 

Tap : U a ilUp —> G. 

De la misma forma, a a (x) es por definition un mapeo 

°a'-U a -> P, 

pero tambien actua como un mapeo 

a a (x) : G —> P 

&a 0) : r a p (x) a a (x) r a p (x) 

Este doble estatus de r a p y a a hace que no sea trivial expresar la imagen reciproca 
dp en terminos de a* , pues debemos considerar cada una de estos roles al escribir 
la imagen reciproca. 

En efecto, consideremos un vector X 6 T x (U a n Up) . Entonces, la imagen 
direct a ap* : T x (U a fl Up) — > T ap ^P puede expresarse como 

ap*X = [a a (x) r a p (x)}^ (X) 

= R Ta(3 * o a a * (X) + a a (x) # o r^* (X) 
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en donde tenemos las imageries directas respectivas, 



T x (U a n Up) —> T Tcxi3 {x)G, 



t x (u a n Up) -»• T aa(x) P, 



Por lo tanto, como Ap (X) = a^A (X) , tenemos 

Ap (x) = <j;a (x) 

= A(ap* (X)) 

= A (R Taf3 * o a a * (X)) + A (cr Q (x), o Ta p* (X)) 
Ahora bien, usando ec. (12.101) . tenemos que 

A (a a (a), o Ta p* (X)) = a + (r a p) (r a p* (X)) , 

y por lo tanto, 

Ap (X) = a a (R* Ta0 (A {X))) + a + (rap) (T a p* (X)) . 

Por otra parte, usando a + (g) = g~ 1 d G g, tenemos 

Ap (X) = a* a (TjAT a p) (X) + Tjd G T a p ( Ta p* (X)) , 
= rja* a (A) T a p (X) + T* ap (Tjd G T a p) (X) , 

= {^pAaTap + r~pd M T a p) (X) , 



y por lo tanto, arribamos a 

Ap 



T a(3 A a T a /3 H~ T„ R d M T c 



p ^M'a(3- 



(2.14) 



La ecuacion (12.14ft corresponde precisamente a lo que en fisica se conoce 
como transformaciones de gauge. Desde el punto de vista del fibrado, debemos 
observar que siempre existe r a p (x) G G tal que la conexion A a sobre U a y 
la conexion Ap sobre Up esten relacionadas por 12.141 sobre U a n Up. Esto es 
simplemente un reflejo de que siempre es posible descomponer el espacio tangente 
como T p P = V P P © H P P en cada punto del fibrado. 

Para no recargar la notacion, en el capitulo siguiente escribiremos simple- 
mente g = r a p y ec. (12.141) simplemente como 



A^A' = g- l Ag 



(2.15) 
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corj§ a+ = g 1 d M g. Llamaremos asi mismo a_ = gd M g 1 \ asi se tiene que a + y 
a_estan relacionados a traves de 

a + = -g~ x a_g. 

2.2.2. Derivada Covariante y Curvatura. 

Es interesante observar que por definicion, la conexion del fibrado A proyecta 
cualquier vector de T p P solo en su componente vertical (Vease la condicion 2 en 
la definicion de conexion y la definicion de subespacio horizontal). Asi, parece 
natural considerar una 6-forma B sobre el bundle, B G Q b (P) <8) Q que haga 
precisamente lo contrario, i.e., que considere la componente horizontal de los 
vectores en T p P. 

Para ello, definamos el mapeo 

h:T p P ^ H p P 

que a cada vector Z G T p P le asocia su proyeccion sobre el subespacio horizontal 
Z h = h (Z) . Con la ayuda de esta funcion, podemos definir formas pseudo 
tensoriales y tensoriales, tal como en la siguiente 

Definicion 10 Una b-forma B sobre el fibrado P sera llamada pseudotensorial 
cuando satisface 

1. R* (B (pg)) = g _1 M (p) g, en donde R* es la imagen reciproca inducida por 
la accion derecha, p f = pg. Diremos que B es tensorial cuando ademds 
satisface la condicion 

2. B(Zi, . . . ,Z 6 ) = B (Zf, . . en donde Z% = h(Zi), i = 1,...,6. 

El nombre de forma tensorial tiene su origen en el siguiente 

Teorema 11 Sea B una b-forma tensorial sobre el fibrado P. Entonces, sobre la 
inteseccion U a nU(3 ^ se tieneque 

Bp — i~~pB a T a p, (2.16) 

en donde la b-forma B a sobre el espacio base M corresponde a B a = cr*B. 

6 N6tese que hay un pequeno abuse- de notacion; se esta usando a + para denotar tanto 
a la forma canonica del algebra como a su retroceso sobre el espacio base. Sin embargo, 
resultara siempre claro a partir del contexto a que forma nos estamos refiriendo 
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Demostracion. En efecto, tenemos que 

r;m ( p ) (Zx ( P ),...,z b (p)) = (p) ( P ) , . . . , z£ (p)) , 

= B(pp) (i? g *Zf(p),...,i? fl *Z£(p)). 

Usando ec. (12.121) concluimos que 

R* g M (p) (Zx (p) , . . . , Z 6 (p)) = B (pp) (Zi 1 (pp) , . . . , Z h h (pg)) , 

= B(pg) (Z 1 (pg),...,Z b (pg)). 

y asi, cuando B es tensorial, 

R* g M (p) (Zx (p) , . . . , Z b (p)) = B (pp) (Zx (pp) , . . . , Z 6 (pp)) . (2.17) 

Repitiendo ahora el procedimiento utilizado para deducir la transformation 
de gauge ec. (12.141) . concluimos que sobre la inteseccion UaDUp 

B p = T^B a T a p, (2.18) 

■ 

Esto nos lleva naturalmente a otra definicion, la del operador de derivada 
exterior covariante V, tal como en la siguiente 

Definicion 12 Sea B una forma pseudotensorial sobre el fibrado. Entonces, de- 
finiremos su derivada exterior covariante como 

VM = d P B o h 

en donde d P es la derivada exterior sobre P. Usando un razonamiento andlogo 
al usado para demostrar ec. {2.11^ , es posible demostrar que cuando B es una 



b- forma pseudotensorial, entonces DM es es una (b + 1) -forma tensorial 

Debemos observar que la conexion sobre el fibrado A es pseudotensorial. Por 
lo tanto, a partir de ella es posible definir la forma tensorial 

F = PA, 

a la cual llamaremos curvatura del fibrado. Es posible demostrar en forma directa 
(Vease teorema 2.13 Ref. [T9] ) que 

F = dp A + ^ [A, A] 

o usando ec. (12.61) . 

F = dp A + A 2 . 
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Dada la curvatura F sobre el fibrado, es directo definir a partir de ella la 
curvatura de gauge (o intesidad de campo) sobre un abierto U a como F a = a*F. 
En terminos de A a = a* A, esta corresponde a 

Ahora bien, por construction F es tensorial, y por lo tanto satisface la ec. (12.181) . 

En efecto, es directo verificar la consistencia de esta ecuacion con ec. (12.141) . 
Sobre una 6-forma tensorial B G Q b (P) ® 0, es posible demostrar (Vease 
pag. 94 Ref. [19]) que la derivada covariante VM corresponde a 

VM = d P B+ [A,B] . (2.19) 

Esta derivada satisface las identidades de Bianchi, 

VVM = [F,B] , (2.20) 
VF = VVA = 0. (2.21) 

A partir de esta derivada, resulta natural definir la derivada covariante en el 
espacio base, 

D a B a = < (VM) 

= d M B a + [A a ,B a ] (2.22) 

la cual satisface las correspondientes identidades de Bianchi sobre el espacio base, 

V a F a = 0. 

Dado que por definicion VM es una forma tensorial, tenemos que satisface la 

ec. (EZED, 

y nuevamente, es directo verificar la consistencia de esta ecuacion con la trans- 
formacion de gauge ec. (12.141) . 

2.3. For mas de Transgresion y el Caracter de 
Chern. 

Una de las propiedades mas interesantes de un fibrado principal (y la cual 
sera la base de todo el trabajo desarrollado en la presente tesis) es la existencia 
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de cantidades caracteristicas del fibrado en si mismo. Estas cantidades, pese a 
estar definidas a partir de la conexion, son independientes de la election de A que 
se haga. Asi, estas definen invariantes topologicos que miden la obstruction a la 
trivializacion del fibrado (i.e., a considerarlo como el producto MxGen forma 
global). Primero consideraremos algunas definiciones previas, y posteriormente 
usaremos el teorema de Chern-Weil para definir Formas de Transgresion y el 
Cardcter de Chern. 

2.3.1. Polinomios Invariantes 

Definicion 13 Definiremos un polinomio invariante de grado n, como el mapeo 
n-lineal 

|. • • | : 0X-.-X0^]R 

n veces 

que satisface la condition 

I (g~ 1 Z 1 g) • • • (g- x Z n g) \ = \Z 1 ---Z n \ (2.23) 

en donde Z { e Q Zi ® fl, i = 1, . . . ,n y g £ G. Cuando ademds satisface la 
condition 

\Z 1 ...Z i ...Z j ...Z n \ = {-l) ZiZ > \Z 1 ...Z j ...Z i ... Z n \ (2.24) 

para todo Z^Z^ entonces diremos que es un polinomio invariante simetrico y 
lo denotaremos por (•••). Cuando se satisface la condition 

\Z\ • • • Z{ - • • Z j • • • Z n \ = — (— l) 2 ^ \Z\ • • • Zj • • • Z{ • • • Z n \ (2.25) 

diremos que es un polinomio invariante antisimetrico y lo denotaremos por) - • • ( . 

Dado que Zi = Z^Ta, es posible escribir 

\Zi ' ' ' Z n \ = Z^ 1 • • • Z^ n \T Al • • • T An \ , 

en donde llamaremos a \T Al • • 'T An \ tensor invariante. 

Muchas veces, resulta practico expresar la condition de invariancia en termi- 
nos de las constantes de estructura del algebra. Para hacerlo, basta con considerar 
un elemento del grupo de la forma 

g = exp (g A T A ) 

y considerarlo infinitesimalmente cercano a la identidad. En este caso, la condi- 
tion de invariancia se expresa en terminos del tensor \T Al • • • T An \ como 

n 

E X t-A n = 0, (2.26) 

p=l 
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en dond^l 

yip) —( i \q(^o)(q(Ai)+"-+q(A p _i)) n B | T ^ rp rp T \ 

A A -A n - ^AoAp \ 1 A 1 "'J-A p - 1 J-BJ-A p+1 "'J-A n \' 

(2.27) 

Es posible escribir esta condicion de invariancia en forma compacta, exten- 
diendo la definition de conmutador 

M :0 X0^0, 

a una definition de la forma 

[ , ] : g x ■ ■ ■ x g -> x • • • x g . 

n+l veces n veces 

que debe satisfacer 

[M, N 1 ---N n } = [M, N,} N 2 ---N n + (-l) mni N, [M, N 2 ■ ■ ■ N n ] (2.28) 
6 mas explicitamente, 

n 

[M, N l ---N n ]=J2 (-l) m < B1+ - + "*- 1 > Ni • • • ATj_! [M, AT,] iV, +1 • • • AT n 

(2.29) 

para cualquier M G f2 m ® g, ATj G il ni <8> 0. En terminos de este conmutador 
generalizado, la invariancia de \Ni ■ ■ ■ N n \ puede expresarse como 

\[M,N 1 ---N n }\ = 0. (2.30) 

Es importante observar que usando la definition generalizada de conmutador 
ec. ( 12.281) . es posible generalizar asi mismo la definition de derivada covariante, 
ecs. ( 12.191 l2?22l) . Esta nueva derivada covariante actiia sobre formas valuadas en 
varias copias del algebra, y satisface la regla de Leibniz de la misma forma que 
la derivada exterior ordinaria. 

Cuando existe una representation matricial de un (super) grupo, la (super) traza 
provee en forma directa de un tensor invariante, debido a que es ciclica. Debido 
a su sencilla construction, este es el tensor invariante mas utilizado en la lite- 
ratura. Sin embargo, debemos recordar que no es la unica alternativa, tal como 
veremos en section 14.51 



7 Una forma particular me nte elegante de obtener la condicion de invariancia ec. (|2.26p es a 
t raves de la derivada de Lie; vease por ejemplo Refs. [T9l [20] 
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Tensores Invariantes y Operadores de Casimir 

Los tensores invariantes estan intimamente ligados con los operadores de Ca- 
simir de un algebra de Lie. En pocas palabras, un Casimir es un operador que 
conmuta con todos los elementos del algebra, sin estar valuado en el algebra. Por 
supuesto, la definition solo tiene sentido cuando se usa una notion generalizada 
de conmutador, como la que hemos utilizado en ec. (12.281) . En efecto, haremos 
la siguiente 

Definicion 14 Sea C = C Ai "' An T Ai • • -T An tal que para todo generador T A 
de g se satisface 

[T A ,C\=0. 

Entonces se dice que C es un operador de Casimir de q. 

Utilizando ec. (12.281) . resulta directo expresar la condicion de Casimir [T A , C] = 
como una condicion sobre C Ai "' An , como 



N 
p=l 

en donde 

\X(p)] Al An = (-l) q(Ao)(q(Al)+ "' +q(Ap - l)) C A B Ap c Ai "' a p- iBA p +1 "' An (2 31) 

Esta condicion parece muy similar a la condicion de invariancia ec. (12.261) . Es- 
to no es una coincidencia; como veremos a continuation, los tensores invariantes 
simetricos y los operadores de Casimir son mutuamente duales bajo una metrica 
invertible la cual sea por si misma un tensor invariante simetrico tambien (este 
es el caso por ejemplo, de la metrica de Killing para algebras semisimples) . 

En efecto, sea k A B una metrica invertible sobre g, 

k BC k CA = 5i 
la cual es ademas un tensor invariante [ec. (12.261) ]. 

C AoA fk BM + (_i)«40«(*> C AoA »k AlB = (2.32) 
simetrico [ec. (12.241) ]. 

k AB = (-i)^>«*> kBA . 

Este es el caso por ejemplo de la metrica de Killing, k A s = STr (T A T B ) para 
algebras semisimples, pues se cumple que STr (T A T B ) es invertible. 
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Ahora bien, usando k AB para bajar los indices de ec. (12.311) . y teniendo en 
cuenta ec. (12.321) . es directo demostrar que C Ai -a n = ^a 1 b 1 • * 'k AN B N C Bl " Bn 
es un tensor invariante [satisface ec. (12.261) ]. De la misma forma, subiendo los 
indices de un tensor invariante con el inverso de la metrica k AB obtendremos un 
operador de Casimir. Asi, ambos entes son duales. 

Los operadores de Casimir y los tensores invariantes no son solo duales 
uno de los otros, sino que ademas se pueden contraer entre ellos, dando ori- 
gen a nuevos tensores invariantes o Casimirs. En efecto, dado un Casimir C = 
C Bi "' Bn T Bi • • • T Bn y un tensor invariante \T Bl ■ ■ ■ T Bn T Ai ■ ■ ■ T An | con A < n, 
es directo demostrar que 

\CT Al • • -T An \ = C Bi - Bn \T Bl • "T Bn T Ai • "T An \ (2.33) 
es tambien un tensor invariante. De la misma forma, 

(jAi---A N _ qAi---A n Bi---B u \t b . . >T B | 

corresponde a un operador de Casimir. 

Esta proliferation de distintos tipos de tensores invariantes hace importante 
una clasificacion para ellos, que sera el tema que trataremos a continuacion. 



Clasificacion de Tensores Invariantes 

Un detalle trivial pero importante es que dados dos tensores invariantes 
\Tax ' ' ' TA m I y \Tai ' ' ' T A n I , entonces su producto 

\T Al ' ' ' T Arn+n | = \T Al • • • T Am | \T Al • • • T An | (2.34) 

tambien es un tensor invariante. Este sencillo hecho induce una clasificacion en 
el espacio de tensores invariantes. 

Un tensor invariante que no puede expresarse como el producto de otros 
es llamado primitive), y uno que corresponde al producto de otros es llama- 
do no-primitivo. De la misma forma, hablaremos de Casimirs primitivos y no- 
primitivos. En general, dado un Casimir o un tensor invariante, resulta no tri- 
vial determinar cual es su componente primitiva. Este problema se puede resol- 
ver, como veremos a continuacion, usando la forma de Maurer-Cartan a + (Ver 
Ref. [20]. para un analisis detallado de esta clasificacion). 

Sea \T Al • • -TaJ un tensor invariante ciclico (como la traza) y a + la forma 
de Maurer-Cartan de G. A partir de ellos se define el q-cociclo de Chevalley- 
Eilenberg de G como 

= ^\a%\ 
q\ 

1 . 

= — |a+- -q+| . 

q-veces 
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Resulta directo demostrar que il^ satisface las siguientes propiedades: 

1. El cociclo se anula para q par, fl ( - 2n '> = 0. 

2. El cociclo f2( 2n+1 ) es una forma cerrada dcf^ 2 "" 1 " 1 ) = 0, pero no exacta 
(utilizar ec. (Q y (2n+2) = 0) 

3. Debido a que a + es una 1-forma, el cociclo Q( 2n+1 ) depende solo de la 
componente antisimetrica del tensor invariante \Ta x • • 'Ta 2 „ +1 \, 



Q(2n+1) _ 1 \„2n+V 

iZ "(2n+l)!/ a+ ^ 



Cuando el conmutador del algebra viene dado por la representation inducida 
por el algebra cobertora universal, = \ [a+,a+], entonces el cociclo ^( 2n+1 ) 
depende en forma indirecta de un tensor invariante {Ta 1 ' ' ' Ta u+1 ) simetrico. 
En efecto, tenemos que 

n(2n+l) _ \ \n 2n + 1 \ 

~(2n+l)! l + I' 

— 17. 7T7 7T I \°>+ > a +] ' ' ' f a + i a +] a + I j 

(2n+ 1)! 2"' [ + ' J v 1 ' 1 

n veces 

_ j; ^ A\ B\ A n B n C n +i^< Ci f i C n \rp rp rp 

(^272 + 1)! 2 n 4% I u l U ™ W+l 

y como la+a+C^^Tc es una 2-forma, 
^ (2n+1) = 7 ^-t— a^a^ 1 • • • a^a^a^ 1 C A B Cl • • • C A B Cn (T Cl • • • T Cn T c +] 



De la misma forma, es posible escribir la identidad fi( 2n ) = como 



(2.35) 



a* a? • • -a>^C AiBi Cl • • -C AnB f- \T Cl ■ ■ -T Cn \ = 0. (2.36) 

En ec. ( 12.351) . diremos que ^( 2n+1 ) es el cociclo asociado a (Tc x • • • Tc n Tc n+1 ). 
Esto nos permite probar el siguiente teorema: 

Teorema lb El cociclo asociado a un tensor invariante no primitivo es cero. 

Demostracion. Sea el tensor invariante no primitivo \Tq x • • • Tc p \ \Tc p+1 ■ • ■ Tc p+q+1 
Entonces, el cociclo asociado con el corresponde a 

n (2(p+*)+l) = 1 _L a Ai a ft . . . A p B p A p+1 B p+1 A p+q B p+q C p+q+1 

(2n + l)!2P+^ + + + + ++ + + + 

w /°f Ci >^ C p f-i C p +i ^ C p + q \rp rp \ \ r p 
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Usando ec. (12.361) para \Tc 1 • • m Tc p \ , obtenemos 

Q(2(p+g)+l) = Q 

■ 

Debido a esto, es directo ver que el cociclo de Chevalley-Eilenberg puede ser 
usado justamente para const ruir una base de tensores invariantes primitivos. A 
partir de un tensor invariante \Ta 1 • • • T^ n T^ n+1 1 es posible construir el cociclo 
asociado ft( 2n+1 ) = j^-^ [^( 2n+1 )] . . . . D a^ • • -a+ 2n af , y a partir de 

(2n+l)! L J AiA 2 "-A2n-iA 2 n^ + + +' J ^ 

este, construir un nuevo tensor invariante, Pa 1 -a ti+1 el cual sera primitivo. En 
efecto, es posible demostrar (Vease Ref. [20] ) que dada una metrica invariante 
invertible, entonces 

P Cl ... CnB = 2" ^ (2 " +1) ] AlA2 ... A2>i _ lA2>iB ^^ Ci • • -C A ^ Cn (2.37) 

corresponde a un tensor invariante primitivo y simetrico. 

Cuando se utiliza la supertraza simetrizada como tensor invariante, entonces 
los tensores invariantes ec. (12.371) forman una base, en el sentido de que todo ten- 
sor invariante construido a partir de la supertraza puede escribirse como produc- 
tos de tensores invariantes del tipo ec. (12.371) . Aun mas, a partir de la identidad 
ec. (12.361) se tiene que este tipo de tensores invariantes se anulan identicamente 
al realizar una contraccion con un Casimir [ec. (12.331) ]. 

C A -- A »P Al ... ApAp+1 ... Aq = 0p<q, 

por lo que se dice que en este sentido son a sin-traza" . 

De esta forma, el cociclo de Chevalley-Eilenberg nos provee de una podero- 
sa herramienta, la cual permite disponer de una base en el espacio de tensores 
invariantes, y por ende, de una clasificacion en tensores primitivos y no primiti- 
vos. Por otra parte, el termino de Chevalley-Eilenberg aparecera otra vez, en un 
contexto mas fisico, al analizar las transformaciones de gauge de un lagrangeano 
de Chern-Simons. 

2.3.2. Proyeccion de For mas 

Hast a el momento, hemos definido formas sobre el espacio base M a partir 
de formas sobre el fibrado P. Para ello hemos usado el imagen reciproca inducida 
por las secciones locales a a : U a C M — > P. Parece natural preguntar sobre la 
posibilidad de realizar el procedimiento contrario, i.e., definir una forma sobre 
el fibrado P a partir de una forma sobre el espacio base M. En efecto, esto es 
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posible utilizando el imagen reciproca inducida por la proyeccion tt : P — > M. 
Asi, dada una forma H sobre M, es posible definir una forma H sobre P como 

M = n* H. 

Ahora bien, dados dos puntos sobre una misma fibra, p y p' — pg, y una 
g-forma H que corresponde a la imagen reciproca de alguna forma en M, en 
general se cumplira que H (p) y H (pg) corresponderan a las imagenes reciprocas 
de formas diferentes de M 

M (p) = tt*H (x) , 

M( ra )=7T*i/ / (x), 

con if (x) 7^ Jif 7 (x) en general. Cuando H sobre toda la fibra 7r _1 (x) , correspon- 
de a la imagen reciproca de una unica forma H (x) , diremos que H es proyectable 
aff(x). 

Es posible definir formas proyectables en forma sistematica a traves del si- 
guiente 

Teorema 16 Sea una forma H sobre el fibrado P que satisface las condiciones: 

1. Ser invariante bajo la action derecha del grupo, 

R* g U = M (2.38) 

2. su action sobre vectores de T p P es de la forma 

Hp^.-.X,) =e(Xf...Xj) . (2.39) 

Entonces, existe una unica forma H (x) sobre el espacio base M que corres- 
ponde a la proyeccion de H, i.e., H = tt*H , y por lo tanto, H es proyectable. 

Demostracion. En efecto, sea el empuje inducido por tt sobre los vectores 
X i (p)6T p P,i = l } ..., g , 

tt* : T p P T X M, 

: Xi (p) -> Xi (x) = 7r*Xi (p) . 

Sea H (x) tal que 

M (p) = tt* H (x) . 
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Entonces, tenemos que 

H (x) (X, (x),...,X g (x)) = H (x) (tt^X, (p) , . . . , ^X q (p)) , 

= rr*H (x) (X 1 (p),...,X q (p)), 
= M(p) (X x (p),...,X,(p)), 

y usando ec. (12.391) . 

n*H (x) (x, ( P ),...,x q (p)) = e (p) (xf (p) , 

Ahora bien, usando ec. (12.121) tenemos que 

M (pg) (X* (pg) , . . . , X h q (pg)) = H (pg) (it^Xf (p) , . . . , R g *X h q (p)) , 

= ^H(p) (Xf(p),...,X»), 

y usando ec. (12.381) . 

H fo) (X* fo) , . . . , Xj (pg)) = M (p) (X* (p) , . . . , Xj (p)) . (2.41) 

Asi comparando ecs. (12.401) y (12.411) . tenemos que H (pg) y H (p) corresponden 
a las imagenes reciprocas de la misma forma if (x) , 

H (pg) (Xf (p</) , . . . , Xj (ps)) = 7r*ff (a:) (X x (p) , . . . , X q (p)) , 

y por lo tanto, if corresponde a la proyeccion de H. ■ 

La importancia de la operacion de proyeccion consiste en que dada una forma 
suave H definida sobre todo el fibrado P, su proyeccion H sera tambien una 
forma suave globalmente definida sobre todo el espacio base M. Esto contrast a 
fuertemente con las formas construidas utilizando la imagen reciproca inducida 
por una seccion a a , ya que dada una forma globalmente definida sobre el fibrado 
(como la conexion A por ejemplo) en general solo es posible obtener formas 
localmente definidas sobre los abiertos U a C M. 

Sin embargo, es posible encontrar relaciones entre ambos procedimientos. Es 
necesario observar que dada una seccion local arbitraria a a) siempre es posible 
encontrar un elemento del grupo g a tal que 

a a o7r = g a . 

Cuando H es proyectable, tenemos que 

M = R* M 

= K a <J* 

= ttV*H 



...,X»). (2.40) 
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y escribiendo H a = o"*H, tenemos 

H = ir*H a . (2.42) 

Dado que cuando EI es proyectable, su proyeccion H tal que HI = n*H es 
unica, esto implica que en la intersection U a C\Up, 

H a = Hp = H (2.43) 

o sea, que en este caso H esta globalmente definida sobre M. 

Una propiedad importante del proceso de proyeccion es su relation con la 
derivada covariante sobre el fibrado, tal como se indica en el siguiente 

Teorema 17 Cuando una forma H sobre el fibrado es proyectable, entonces 

VU = d P M. (2.44) 

Demostracion. En efecto, 

dpHpG, ...,X q ) = dp^i* (X u ...,X q ), 

= 7T* (d M H) (Xi, . . . , X q ) , 

= d M H (tt*Xi, . . . , 7r*X q ) , 

y ya que por definition de subespacio vertical, n*Xi = tt^X^ (ver ec. (12.91) ). 
tenemos 

dpM (X u ...,X q ) = d M H (Tr.Xf, . . . , ^X h q ) , 
= n* (d M H) (X* 
= d P n*H (X*,...,X%), 
= dpM (X*,...,X%), 
= d P Uoh(X 1 ,...,X g ), 
= VW(X u ...,X q ). 

Por lo tanto, 

d P M = DHL 

■ 

Asi, provistos de la definition de polinomio invariante y proyeccion de for- 
mas, consideraremos ahora un importante resultado conocido como Teorema de 
Cher n- Weil. 
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2.3.3. Teorema de Cher n- Weil 

Teorema 18 (Chern— Weil) Sea tt : P — > M un fibrado principal de grupo de 
simetria G, provisto de una conexion AgO 1 (P) ® q y su correspondiente curva- 
tura FgD 2 (P)(g)0 ; siendo q el algebra de Lie asociada a G. Sea (Ta 1 • • • T^ n+1 ) 
un tensor invariante simetrico bajo G, y sea la 2 {n + l)-forma (F n+1 ) , 

(F n+1 ) = (F • • - F). 

n+l veces 

Entonces, se cumple que: 

1. (F n+1 ) es una forma cerrada, d P (F n+1 ) = 0, y proyectable, 

(¥ n+1 ) = tt* (F n+1 ), 
siendo su proyeccion (F n+1 ) una forma cerrada, d M (.F n+1 ) = 0. 

2. Dadas dos conexiones sobre el fibrado, A y A, siendo sus respectivas curva- 
turasF yW, la diferencia (F n+1 ) — /F n+1 ) es una forma exacta y proyectable. 



Demostracion. (1) La forma (F n+1 ) es proyectable, ya que es invariante bajo 
la accion derecha del grupo. En efecto, ya que F es una forma tensorial, 

R* g F = g-'Fg, 

y ya que (F n+1 ) es un polinomio invariante [ver ec. (12.231) ]. tenemos que (F n+1 ) 
satisface la condicion (12.381) 

R* g (F n+1 ) = (F n+1 ). 

Por otra parte, dado que F es tensorial, se tiene que F (Xi, X 2 ) = F {X^ , y 
por lo tanto, (F n+1 ) satisface la condicion (12.391) . 

<F" +1 > (X u . . . , X 2n+2 ) = (F n+1 ) {Xl Xl +2 ) . 

Asi, dado que (F n+1 ) es proyectable, se satisface la ec. (12.441) . 

dp (F n+1 ) = V (F n+1 ) , 

y utilizando la identidad de Bianchi (12.211) . tenemos que en efecto, esta es cerrada, 

dp (F n+1 > = 0. 
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Utilizando ec. (12.421) tenemos que el polinomio 

corresponde a la proyeccion de (F n+1 ) sobre M y esta globalmente definido (vease 
ec. ( 12.431) ). Una manera interesante de demostrar que es cerrada es usan- 

do la identidad de Bianchi para escribir 

D« <^ +1 > = 0. 

Haciendo uso de la condition de invariancia del polinomio, ec. ( 12.301) . tenemos 

D a (F n a +1 ) = d M {Fl +l ) + < [A a , F n a +l ] ) 
= d M (F n a +1 ) , 

y por lo tanto, 

d(2^ +1 ) =0. 

Dado que (F n+1 ) es proyectable, tenemos que (.F™ +1 ) esta globalmente de- 
finido sobre M, y por lo tanto, lo denotaremos sencillamente por (F n+1 ^ . Esta 
forma, con la debida normalization, corresponde al (n+ l)-esimo cardcter de 
Chern, 

(2) Consideremos dos conexiones A y A. Su diferencia 

O = A - A 

sera tensorial, pues cuando Y es un vector vertical, 

0(Y) = Y-Y = 0. 
En terminos de ellas es posible definir otra conexion, que interpola entre A y A, 

A t = A + tO, 

con su correspondiente curvatura 

F t = VA t 

= dp A t + A 2 , 

= F + tVO + 1 2 2 , 
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en donde 



V® = d P + [A, O] , 
1 



S> 2 = - 
2 



Ahora bien, resulta interesante observar que la derivada con respecto a t de la 
curvatura F t corresponde a 

= VO + 1 [O, O] 

= V t O (2.45) 

en donde 

V t O = d P 0+ [A t ,0] . 

Dado que F 4 | t=0 = F y F t | t=1 = F, es posible expresar la diferencia (F n+1 ) — 
<F n+1 > como 

Jt=o 

Dado que el polinomio (F™ +1 ) es simetrico, y ¥ t es una 2-forma, tenemos que 

( F -+i) _ (F-+ 1 ) = (n + 1) J''' dt 
y usando ec. (12.451) . tenemos 

r t=i 

( F n+1 ) - <F n+1 ) = (re + 1) / dt (X> t OF?) . 

Usando la identidad de Bianchi DtFj = 0, tenemos que 

r t=i 

( F n+1 ) - <F n+1 ) = (re + 1) / dt £> t (OF t n ) . 

Jt=o 

La forma O es tensorial, y dado que (OF") es un tensor invariante, tenemos que 
(OF™) es una forma proyectable. Por lo tantc@, V t (OF?) = d P (OF") , y asi, 

(F" +1 ) - (F n+1 > = dpT^t 1 ) 

con 

= (« + 1) f dt (OF") (2.46) 



8 Una forma alternativa de probar V t (OF™) = d P (OF™) es haciendo uso de la condicion de 
invariancia, ec. (|2.30p . 
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en donde llamaremos a la (2n + l)-forma T^t 1 ^ transgresion sobre el fibrado. 

Dado que es proyectable, es posible escribir su proyeccion sobre el espacio 

base M como (vease ec. (12.431) ) 

T (2n+1) _ * T (2n+l) fO A7\ 

r t=l 



n + l) [ dt(@ a [F t } n a ), (2.48) 
Jt=o 



con 



e Q = a* a o, 

[Ft] a = <F t . 

Llamaremos a T^ 2n+1 ^ transgresion sobre el espacio base, o simplemente trans- 
gresion, cuando no haya lugar a equivocos. Dado que, como en el caso de cual- 
quier forma proyectable, T^ n+1 l esta globalmente definida sobre M, la denota- 

remos sencillamente como . Esta satisface sobre el espacio base la relation 

(F n+1 ) - = d u T^K (2.49) 



2.3.4. Forma de Chern— Simons 

Es importante senalar que sobre el fibrado la forma (F n+1 ) no solo es cerrada, 
sino que tambien exacta. Es importante recalcar que esto se cumple solo para 
(F n+1 ) y no para (^F n+1 ^ , tal como veremos a continuation. 

En la definition de forma de transgresion, entraron en juego dos conexiones, 
A y A, y con ellas se construyo una tercera conexion sobre el fibrado, 

A t = A + 1 (A - A) . 

Es interesante observar que una conexion sobre el fibrado no puede ser cero, 
pues no cumpliria con la condition dada en ec. (12.101) . Por lo tanto, al imponer 
A = 0, y escribir 

A t = *A, 

F t = td P A + i 2 A 2 , 

ellos no corresponden ni a una conexion ni a una curvatura sobre el fibrado. Sin 
embargo, el desarrollo usado en la segunda parte del teorema de Chern- Weil 
sigue siendo valido y por lo tanto, es posible escribir 



(F n+1 ) = d P Q^ +1) (A), 
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en donde 



(A) = Tito 1} (2.50) 



-o 

r<t=l 



(n + 1) / dt(A(td P A + t 2 A 2 ) n ) (2.51) 
Jt=o 



f t=o 

sera llamado forma de Chern-Simons sobre el fibrado. Es importante observar, 
que ya que A t = £A, no es una conexion y ¥ t = £d P A + £ 2 A 2 no es una curvatura, 
la forma de Chern-Simons no es invariante y por lo tanto, no es proyectable 
sobre el espacio base. 

Por lo tanto, dadas dos secciones a a y cr#, con sus respectivos abiertos U a y 
Up, tendremos en general que 

a *Q(2n+l) ^ a *Q(2n+l) a 

De esta forma, es posible definir una forma de Chern-Simons sobre el espacio 
base, 

Qi 2n+1 > (A a ) = <Q( 2 " +1 ) (A) (2.52) 

r t=i 

= (n + 1) / dt <A Q (td M A Q + t 2 A 2 ) n > (2.53) 



solo localmente, sobre un abierto particular de M. Por lo tanto, ^^F 77 ^ 1 ^ puede 
escribirse como la derivada exterior de la forma de Chern-Simons Q^ n+V) solo 
sobre el abierto U a) 

{F n+l )\ Ua = d m Q^ +1 \ (2.54) 

pero no globalmente sobre M. Para no recargar la notacion, posteriormente 
simplemente omitiremos el submdice griego en la forma de Chern-Simons, pero 
es importante recordar que ella esta definida solo en forma local, i.e., solo sobre 
cada abierto. 



2.4. Homotopia 

Es interesante observar que cuando el espacio base M es de dimension par, 
d = 2n y carece de bordes, la integral del n-esimo car act er de Chern sobre M 
es un invariante topologico. En efecto, integrando ecuacion (12.491) sobre M, y 
considerando DM = 0, tenemos que 



/ = I (F n ) = cte. 

J M J M 



2.4. HOMOTOPIA 



39 



donde F y F son dos curvatura en dos conexiones Ay A completamente inde- 
pendientes. Sin embargo, seria extremadamente interesante extender esta defini- 
tion de invariante topologico para variedades con borde. 

Otra propiedad interesante relacionada con el caracter de Chern es que la 
siguiente suma de derivadas de formas de Transgresion se anula identicament^]: 



= 0. 

Dado que = ~^a^A ,> es ^° s ig n ifi ca Q ue 

HT (2n+l) _ i T (2n+l) HT (2n+l) 
A^A A^ A " hQ1 A^A ' 

Por lo tanto, siempre es posible descomponer una transgresion como la suma 
de otras dos, mas una forma cerrada a, usando una conexion intermedia, 

r (2n+l) = r (2n+l) ^(2^+1) ^ 
A^A A^A A^A 

Resulta interesante el descubrir que en realidad ambos problemas estan mti- 
mamente relacionados. Esto se logra analizando el teorema de Chern- Weil a 
la luz de una poderosa herramienta, la Formula Extendida de Homotopia de 
Cartan. 

2.4.1. Formula Extendida de Homotopia de Cartan. 

Sea el conjunto de r + 2 conexiones independientes {A^,i = 0,...,r + 1}, 
Ai G (M ) 1 ® y un simplex (r + l)-dimensional T r+i . Es posible embeber el 
simplex T r+i en M r+2 como 

T r+1 = {(«•, f+>) € r« tal que: ^? = °" ' ' ' ' " + ' 7 } 

La relation entre el conjunto de conexiones y T r+ i viene dada por el hecho 
de que 

r+l 

A, = (2.55) 

?;=o 



9 Escribimos esta ecuacion sobre el espacio base, pero por supuesto, la misma relation se 
satisface sobre el fibrado. En general, toda la discusion que se llevara a cabo en esta section 
es valida tanto sobre el espacio base como sobre el fibrado; escogeremos escribir nuestras 
ecuaciones sobre el espacio base simplemente para no recargar la notation. 
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es una conexion cuando (i ,* 1 , . . . , i r+1 ) G T r+ i. En efecto, es directo verificar 
que al transformar cada Ai como una conexion bajo una transformation de gau- 
ge, entonces A t tambien lo hace. Asi mismo, es posible escribir una curvatura 
para esta conexion, F t = dA t + A 2 . Por lo tanto, a cada punto del simplex se le 
esta asociando una conexion; en particular, el i-esimo vertice de T r+i esta aso- 
ciado con la i-esima conexion A^. 

Denotaremos el simplex de las conexiones asociadas como 

T r+1 = (A Ai---A r+ i). 

Ahora, consideremos un polinomio II en las formas {A t , F t , d t A t , d t F t }, el 
cual es tambien una (q + m)-forma sobre T r+i x M, con el caracter de m-forma 
sobre M y de g-forma sobre T r+i . Denotaremos las derivadas exteriores sobre 
M y T r+ i como d y d t respectivamente, y definiremos el operador de derivation 
homotopica, l t como 

l t : n a (M) x Q b (T r+ i) ft"" 1 (M) x Q b+1 (T r+1 ) . 

Este operador satisface la regla de Leibniz, y forma la siguiente algebra gra- 
dada con d y d t : 

d 2 = 0, (2.56) 

d 2 = 0, (2.57) 

[M] =d t , (2.58) 

[Mt]=0, (2.59) 

{d,d t } = 0. (2.60) 

La unica forma consistente de definir la action de l t sobre A t y F t es de la 
forma 

l t F t = d t A t , (2.61) 
= 0. (2.62) 

Usando el algebra fl2.56l) - (l2.60l) . es posible demostrar que 

[zr\d]n = ( P + iHz?n, 

en donde p < m (debido a que II es una m-forma sobre M). 

Ahora bien, integrando esta ecuacion sobre el simplex T r+i , con p + q = r, 
tenemos que 

/ iTMn- / d/? +1 n = ( P + i) / j?n. 

«/ Tr-ui «/ T r _)_i «/ 5T r -)_i 
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Debido a que Zf +1 II es una (r + l)-forma sobre T r+1 , se cumple que 

I d/f +1 n = (-i) r+1 d f F t +1 u. 

Por lo tanto, tenemos que se cumple la identidad 

/ i p t +1 du + (-iy d ! /f +1 n = (p + i) f i p t u, 

J T r -\-\ J T r -\-i J dT r -\-\ 

la cual puede ser escrita en forma mas conveniente como 

/ -m= f T ^-— zf +1 dn + (-i) r d / _Ltf> +1 n. (2.63) 

Jdr r+1 p\ J Tr+1 (P + 1)! J Tr+1 (P + 1)! 

Este importante resultado es conocido en la literatura como Formula Exten- 
dida de Homotopia de Cartan (Vease Ref. [40], [33], [34]). 
Consideremos ahora el polinomio 

n = (Fr 1 ) , 

en donde F t corresponde a la curvatura en la conexion dada en ec. (12.551) . 
Este polinomio es cerrado sobre M, 

dn = 0, 

es una 0- forma sobre T r+i y una (2n + 2)-forma sobre M (q = 0, m = 2n + 2). 
Por lo tanto, tenemos que < p < 2n + 2. 

Para este polinomio en particular, ec. (12.631) se reduce a 

Revisaremos los casos p = 0, p=lyp = 2, los cuales se mostraran especial- 
mente utiles en el contexto de las formas de transgresion. 

Caso p = :Teorema de Chern— Weil. 

En el caso p = 0, ec. ( 12.641) se reduce a 

/ (Fr 1 ) = d [ kiFp 1 ), (2-65) 

en donde F t corresponde a la curvatura en la conexion 

A t = t°A + t 1 A ll 
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con 

t° + t 1 = l. 

El borde del simplex T\ = (A Ai) corresponde simplemente a 

d(A A 1 ) = (A 1 )-(A ), 
y asi el lado izquierdo de ec. (12.651) corresponde a 

f <F n + l > = <F n + l } _ {F n +i) 

JOT! 

Dado que es un polinomio simetrico, al lado derecho de ec. (12.651) 

tenemos que 

l t (FF 1 ) = (n+l)(l t F t F?) 

y como 

l t F t = d t A t , 

= dt A + dt 1 A 1 , 
= dt 1 (A 1 - Aq) , 

entonces 

l t (Fr 1 ) = (n + l)dt 1 ((A 1 -A )F?). 

Asi, hemos recuperado el teorema de Chern-Weil a traves de la formula de 
homotopia de Cart an para p — 0, 

(F^ 1 ) - (F n +1 ) = {n + 1) d f 1 dt ((A, - Ac) F n t ) . 

Jt=o 

Caso p — 1 : Ecuacion Triangular 

Para p = 1, ec. ( 12.641) tenemos 

/ h(Fr 1 ) = -U[ l^Fr 1 ), (2.66) 
JdT 2 z Jt 2 

en donde esta vez F t corresponde a la curvatura en la conexion 

A t = t°A + t 1 A 1 + t 2 A 2 , 

con 

f + t x +t 2 = 1. 
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El simplex asociado es T 2 = (A AiA 2 ) , de borde 

d (A A 1 A 2 ) = (A,A 2 ) - (A A 2 ) + (A A 1 ) . 
Por lo tanto, el lado izquierdo de ec. (12.661) corresponde a 

/ k (Fr 1 ) = [ k (Fr 1 ) - [ k (pr 1 ) + / u <*r +1 > . 

JdT 2 J(A 1 A 2 ) J(A A 2 ) J(AoA!) 

Pero como ya hemos visto en la seccion anterior, 



/ /,<f?«> = T< 2 ;t 11 , 

J{aa) 

y por lo tanto, 

f J / J?n+1\ _ T (2n+1) _r r (2n+l) ^(272+1) 
/ L t\ r t J — 1 A 2 ^A 1 1 A 2 ^A "T" 1 A^Aq ' 

Asi, es posible escribir ec. (12.661) como 

T ( 2ti = T { l::l + + id ^ I 2 (Fr 1 ) • (2.67) 

Por otra parte, usando el hecho de que el polinomio es simetrico y las iden- 
tidades fl2.61H2.62l) . tenemos que 

\lH F t +l ) = \n{n+l){{d t A t fF n t ) 

Ahora bien, en el presente caso 

d t A t = dt°A + dfAx + dt 2 A 2 , 
y dado que d^+d^+dt 2 = 0, 

d t A t = dt° (Aq - A,) + dt 2 (A 2 - AO . 
Ya que el polinomio es simetrico, tenemos que 

\l 2 t {F n t +1 ) = -n(n + 1) dt°dt 2 ((A 2 - A,) (A, - A ) F") . 
Por conveniencia, definimos los parametros de integration 

t = i - 1°, 

s = t 2 , 
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y realizamos en forma explicita la integration sobre T 2 . Asi, llegamos a 

/ | <^ +1 > = Q ( ZU^ (2-68) 

J T 2 

en donde Qa^-Ai^a es ^ definido como 

Q ( ZIa^a = n (n + 1) f dt f As <(A 2 - A,) (A, - A ) F n ~ l ) , (2.69) 

Jo Jo 

correspondiendo F st a la curvatura en la conexion 

A st = A + t(A 1 - A ) + s (A 2 - Ai) . 

Reemplazando en ec. (12.671) . arribamos finalmente a la identidad conocida 
como "Ecuacion Triangular" en la literatura, 

T (2n+1) _ T (2n+1) T (2n+1) , j n (2n) (9 7(\\ 

1 A 2 ^A — 1 A 2 ^A 1 "T 1 A 1 ^A u ^A 2 ^Ai^A ' V Z ' /U ; 

Caso p = 2 : Descomposicion de terminos de borde. 

Consider ar p = 2 nos permitira descomponer terminos del tipo Qa^-a^Ao 
a t raves de conexiones intermedias. Para p = 2, ec. ( 12.641) corresponde a 

£|<Fr i > = d^|<Fr i >, (2.7i) 



con 



T 3 = (A A 1 A 2 A 3 ) 

y borde 

a(A A 1 A 2 A 3 ) = (A l A 2 A 3 ) - (A A 2 A 3 ) + {AqAiA 3 ) - (Aq^A.) . 
Llamando 

n (2n-l) _ /* ^_/™+l\ 

Va 3 ^a 2 ^Ai^a — y r 3! \ ^ / ' 
y usando la definition dada en ec. (12.681) tenemos que ec. (12.711) toma la forma 

n (2n) __ n (2n) n (2n) n (2n) _ W2n-1) 

^A 3 ^A 2 ^Ai VA 3 ^A 2 ^A "T" ^A 3 ^Ai^A ^A 2 ^Ai^A — a ^A 3 ^A 2 ^Ai^A ' 

Asi, sus derivadas estan relacionadas a traves de 

d^A^Ai^Ao = ^Qa 3 ^-A 2 ^A 1 ~ ^Qa3^-A 2 ^A + d^As^-Ai^Ao' (2.72) 
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2.4.2. Aplicaciones de la Formula de Homotopia. 

Tal como se mencionaba al principio de esta section, la Formula de Homo- 
topia de Cartan permite descomponer formas de transgresion y asi, entre otras 
cosas, obtener expresiones para invariantes topologicos incluso en variedades con 
borde. 

En efecto, usando ecs. ( 12.491) y (12.701) en forma conjunta, e integrando sobre 
una variedad M (2n + 2)-dimensional, 

f {F n+l )-f T { ^} ] =! (F n+1 )-f dT^}\ 

J M ' JdM ^~ J M \ ' JdM ^~ 

Asi, vemos que una vez fijada una conexion A sobre dM : la cantidad J M 

IdM ^a^A corres P on de a un invariant e topologico, el cual tendra siempre el mis- 
mo valor sin import ar que conexion A se este usando. 

Mas alia de esta sencilla observation, la ec. (12.701) es especialmente util en 
si misma. Esto, debido a que usaremos una forma de transgresion como Lagran- 
geano, y por lo tanto, se vuelve de vital importancia separar la transgresion en 
distintas partes para las distintas interacciones presentes en la teoria. Por otra 
parte, ec. (12.701) es vital para entender la relation entre teorias de Chern^Simons 

y Transgresiones, en donde el termino de borde dQ^i-Ai^Ao J ue S a un r °l re_ 
gularizador. A su vez, es posible descomponer facilmente este termino de borde 
usando ec. (12.721) . Todos estos temas seran analizados con mayor profundidad en 
el siguiente capitulo. 
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Capitulo 3 

Formas de Transgresion y 
Teorias de Gauge 



. . a una Diana glacial en un nicho lobrego correspondia en un segundo nicho 
otra Diana; un balcon se reflejaba en otro balcon; dobles escalinatas se abrian 

en doble balaustrada" 
(Jorge Luis Borges, La Muerte y la Brujula) 

Dada una cierta simetria, la forma tradicional de construir una teoria de 
gauge asociada a ella es a traves de la accion de Yang-Mills. Este es por ejemplo, 
el caso de las interacciones del Modelo Estandard. Sin embargo, una teoria de 
Yang-Mills necesita de una estructura metrica de fondo sobre el espacio base M. 
Por lo tanto, cuando trabajamos sobre un espacio curvo, en donde la metrica pasa 
a ser un campo dinamico, una teoria de Yang-Mills ya no puede ser consider ada 
una teoria de gauge en el estricto sentido de la palabra, ya que incorpora un 
campo dinamico que no es parte de la conexion. 

Por esta razon, parece natural pensar en la posibilidad de usar la forma de 
transgresion [ec. (12.481) ] como Lagrangeano para una teoria de gauge, dado que 
esta no necesita de una estructura metrica de fondo para ser definida. 

Sin embargo, debemos observar que para implementar la transgresion como 
lagrangeano, el espacio base debe ser de dimension impar, D — 2n + 1. 

Un lagrangeano transgresor satisface automaticamente las siguientes condi- 
ciones: 



1. Es completamente invariante de gauge. 

2. Esta globalmente definido sobre M (Y por lo tanto, puede integrarse sobre 
M). 

3. No precisa de una metrica de fondo 
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4. Todos los campos dinamicos son parte de 1-formas conexion valuadas en 
el algebra. 

Sin embargo, es necesario observar que para definir la forma de transgresion, 
es necesario utilizar dos conexiones, Ay A. Desde un punto de vista traditional, 
esta duplicidad en los campos dinamicos pudiera parecer extrana, principalmente 
debido al hecho de que las teorias de gauge del Modelo Estandar estan contruidas 
solo con una conexion y no con dos. 

Es posible considerar varias configuraciones posibles para el par de conexio- 
nes, las cuales desembocan en diversos tipos de teorias. El espectro va desde 
trabajar con ambas conexiones sin imponer ninguna condicion sobre ellas, hast a 
imponer A = y dejar A como unico campo dinamico. 

En la presente seccion, consideraremos algunas de las consecuencias de estas 
posibles elecciones. Empezaremos considerando el caso mas general, sin imponer 
restricciones sobre las conexiones, luego la configuration de variedades cobor- 
dantes, en donde se impone la nulidad de las conexiones en distintos sectores del 
espacio base, y finalmente, las teorias de Chern-Simons, en donde se impone la 
condicion A = 0. 

Parte de los resultados presentados en esta seccion fueron descubiertos en 
forma independiente, por A. Borowiec, M. Ferraris y M. Francaviglia en Refs. [9] 
y [10] . y por P. Mora en Ref. [46]. Sin embargo, el punto de vista utilizado en 
nuestra investigation es parcialmente diferente; en particular la idea de asociar 
conexiones con orientaciones distintas del espacio base (Sec. 13.21) . la conservation 
off-shell de las cargas de Noether (Sec. 13.2.21) y el Metodo de Separation en 
Subespacios proveen de un enfoque distinto del problema. 

3.1. Forma de Transgresion y Chern— Simons como 
Lagrangeano 

3.1.1. Definiciones 

Sea un tt : P — > M un fibrado principal con un espacio base M orientable ) 
(2n + l)-dimensional. Sean dos conexiones, Ay A sobre P, y consideremos su 
correspondiente (2n + l)-forma transgresion [ec. (12.461) ] sobre P, 

T itt 1} = (n + l) dt (Of?) . 
Jt=o 

Siendo T^t 1 ) l a proyeccion de T^t 1 ) so bre M [vease ecs. (1^471 f2T48l) 

rrp(2n+l) _ * T (2n+l) 
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definimos como Lagrangeano Transgresor sobre M a la (2n + l)-forma 

4 2n+1) (A,A) =m { 2Za ) 

= k {n + 1) I dt (@F?) (3.2) 
Jt=o 

l2 



siendo fc una const ante, = A- AyF t = dA t + A t la curvatura en A t = 
A + t&. 

Como ya ha sido mencionado, dado que 

T a"a 1} es Proyectable, L? n+1) (A, A) 
es invariante de gauge. En efecto, es directo demostrar que bajo las transforma- 
ciones de gauge ec. (12.151) . 

A ^ A = g- x Ag + o+, 
A -> A' = c/" 1 ^ + o+, 

se tiene 

0^0' = ( ? - 1 0( ? , 
F t -+ F/ = y" 1 ^, 

y por lo tanto, dado que (6F™) es un polinomio invariante [ver ec. (12.231) ]. 

4 2n+1) (a', A') = 4 2n+1) (A, A). 

En el lagrangeano L^ n+1 ^ (A, A) , las conexiones A y A juegan roles simetri- 
cos; su intercambio solo involucra un cambio global de signo, 

rp(2n+l) __ _ T (2n+l) 
1 A^A ~ 1 A^A ' 

Por esta razon, consideraremos por ahora el caso mas general, en el cual A 
y A corresponden a dos conexiones completamente independientes. 

Es convenient e observar que es posible utilizar ec. (12.701) para descomponer 
el lagrangeano como 

4 2n+1) (a, a) = kT { 2zf - kT iZ + A + m Q { T1a^-a ( 3 - 3 ) 

e imponiendo A = 0, 

4 2n+1) (A, A) = kT^ - kT^ + kdQ^A- 

Es interesante notar que la imposition hecha A = en ec. (13.31) no afecta la 
globalidad de L^? n+1 ^ (A, A) . Aun mas, L^ n+1 ^ (A, A) no depende de la election 
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de A; dicho en otras palabras, L^ n+1 ^ (A, A) es invariante bajo una transforma- 
tion arbitraria A — ► A . Esto se debe a que en la deduccion de ec. (12.701) nunca 
se utilizo explicitamente la hipotesis de que A fuese una conexion; basta con que 
sea una 1-forma arbitraria valuada en el algebra. 

Por otra parte dado que Q^ 2nJrV) (A) = T^L^ corresponde a la forma de 
Chern-Simons definida localmente sobre el espacio base, se define naturalmente 
el lagrangeano de Chern-Simons como 

L^\A) = kT^\ 

= k(n+l) dt (A (tdA + t 2 A 2 ) n ) . 
Jt=o 

Asi, es posible escribir el Lagrangeano transgresor como la diferencia de dos 
Lagrangeanos de CS, mas un termino de borde, 

4 2n+1) (A A) = Lg 1 ^ (A) - L^ +1) (A) + MQ^ A . (3.4) 

Es interesante observar que pese a que el lagrangeano de CS esta solo local- 
mente definido, el Lagrangeano transgresor esta globalmente definido. En este 
sentido, el termino kdQ^_ Q ^-^ pese a no contribuir a las ecuaciones de movi- 
miento para A y A, juega el rol de un termino regularizador, que asegura la 
invariancia completa del Lagrangeano bajo transformaciones de gauge. Por otra 
parte, debe de observarse que este termino si juega un rol fundamental en la exis- 
tencia de condiciones de borde y cargas conservadas de Noether, como veremos 
en las secciones siguientes. 

3.2. Caso General 

3.2.1. Ecuaciones del Movimiento y Condiciones de Bor- 
de para el Lagrangeano Transgresor 

Para obtener las ecuaciones de movimiento y condiciones de borde, conside- 
remos la variacion del lagrangiano bajo las variaciones infinitesimales indepen- 
dientes 

A ^ A' = A + 5A, 
A ^ A' = A + 5A. 

Bajo ellas, el Lagrangeano L^ n+1 ^ varia de la forma (vease Apendice lAl) 

SL (2n+i) = k ( n+1 ^ (( SAF nj _ (SAF n )) + kn (n + 1) d f dt (SAtQF?- 1 ) . 

Jo 

(3.5) 
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Como ya se explico en la introduction de este capitulo, existen varias maneras 
de manejar la existencia de dos conexiones, Ay A. Consider emos por ahora la 
alternativa mas general, en donde Ay A estan definidas en forma independiente 
como campos dinamicos sobre la variedad (2n + l)-dimensional M. 

En este caso, utilizando ec. (13.41) la action corresponde a 

4 2n+1) [A, A] = [ 4 2n+1) (A, A) , (3.6) 

J M 

= / £cs" +1) (A) - I (A) +k f 0^ _ A . (37) 

JM JM JdM 

En este contexto, estamos en presencia de una teoria con dos conexiones, A 
y A las cuales son auto-interactuantes, pero que entre ellas solo interact uan en 
el borde de M. Sin embargo, debe observarse que el segundo termino del lado 
derecho tiene un termino cinetico con el signo "equivocado" y por lo tanto, en 
prinicipio el campo A correspondent a un "fantasma" el cual estaria asociado 
a estados que violan conservation de la probabilidad o con densidad de energia 
negativa. Este tipo de campos han sido utilizados ultimamente en el contexto 
de teorias efectivas en cosmologia inflacionaria, debido a ciertas indicaciones 
(basadas en datos de supernovas) sobre la posibilidad de violar la condition 
debil de energia. Pese a ello, este tipo de teorias parecen no ser viables desde 
un punto de vista cuantico, ya que se obtendrian teorias no unitarias o bien, 
estados de energia negativa sin un vacio bien determinado (Vease por ejemplo, 
Ref. [14]). 

Una manera de resolver el problema del fantasma es asociando cada una de 
las conexiones con una orientation distinta de M. Sea M + la variedad M dotada 
de una cierta orientation y M~ la variedad M dotada de la orientation contraria. 
Asociamos la conexion A con M + y A con M~ [vease Fig. 13. lj . 

Asi la diferencia de signo en ec. (13.71) puede ser interpretada como debida a 
la integration sobre M utilizando distintas orient aciones, 

4" +1) [A, A] = f (A) + / 4? +1) (A)+kf Q^ A . (3.8) 

JM+ JM- J8M+ 

De est a forma, lo que tenemos son dos teorias de CS, cada una "viviendo" en 
cada lado de la variedad M, las cuales solo interactuan a traves del borde dM. 

Debe notarse que ec. (13.81) es completamente simetrica en los roles de A y 
A y las orientaciones M + y M~, debido a que dM + = —dM~ y Q^_ ^-^ = 

—Q^_ ^ A - Que la teoria tenga la misma forma en Ay A parece natural, te- 
niendo en cuenta que la orientation de M es una election. Una forma diferente 
de decir lo mismo es que la action completa ahora posee una simetria discreta 
extra, de invariancia bajo cambios de orientation. 
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Figura 3.1: Asociacion de cada conexion con una orientation de la variedad base. 



Asi, usando ec. (13.51) . llegamos a las ecuaciones del movimiento 

(T A F")\ M = n 



\M 



y a las condiciones de borde 



Jo 



= 0. 



(3.9) 
(3.10) 



(3.11) 



dM 



3.2.2. Corrientes de Noether 

La action consider ada present a dos simetrias. La primera, es la invariancia 
bajo difeomorfismos sobre M, debida a la utilization de formas diferenciales para 
llevar a cabo la construction. La segunda, es la invariancia bajo transformaciones 
de gauge del grupo de simetria, garantizada por el hecho de que estamos usando 
una forma de transgresion como Lagrangeano. 

Dadas estas simetrias, el teorema de Noether (Vease Apendice [Bj) nos ga- 
rantiza la existencia de cargas conservadas asociadas a ellas. Como veremos a 
continuacion, para el caso de la forma del lagrangeano Transgresor las cargas de 
Noether asociadas a difeomorfismos y a simetrias de gauge son no solo conserva- 
das on- shell (i.e., sobre estados que satisfacen las ecuaciones del moviemiento), 
sino que en general en forma off- shell (i.e., para cualquier configuration) . Esto 
est a de acuerdo con el hecho de que, ya que el el Lagrangeano completo corres- 
ponde a una anomaha, la teoria deberia ser en principio libre de anomahas. 

Por otra parte, es interesante senalar que estas cargas de Noether conducen 
a resultados finitos y consistentes con el formalismo Hamiltoniano en el caso de 
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gravedad y en particular en el caso de Agujeros Negros (Vease Refs. f49ll48l [47] ) . 
haciendo asi de gravedad en dimensiones impares una teoria tan consistente como 
su contraparte en dimensiones pares en este sentido (Vease Refs. [HE]). 



Corriente de Difeomorfismos 

Comparando ec. (13.51) y ec. (IB . If) del Apendice [Bj tenemos (en la notation 
del apendice) 

E A Lp A = k (n + 1) ((5AF n ) - (5AF n )) , 

B A 6<p A = kn(n+l) [ dt (SAt&F?- 1 ) . 
Jo 

Utilizando ec IB. 21 para el presente caso, se tiene para la corriente on-shell de 
difeomorfismos, 



* j( dif -° n ) = kn (n + 1) f dt (^AtQF?- 1 ) - k (n + 1) f dt I € (0F t n ) . 

Jo ' Jt=o 

(3.12) 

Es posible escribir una expresion mas sencilla para la corriente escribiendo la 
derivada de Lie de la conexion como 



£ i A t = I i F t + D t I i A t (3.13) 

en donde 

D t I s A t = dI s A t + [A t ,I^]. 

Reemplazando ec. (13.131) en (13.121) y usando la regla de Leibniz para I^, 
tenemos que 

* j(dif-on) = fcn ( n + !) [ dt (ptl^At&F^- 1 ) - k (n + 1) / dt (lt@F?) 

Jo Jt=o 

Integrando por partes en D t y ^, llegamos a 

* j(dif-on) = fcn ( n + i) d y dt (i^AtQF^-k (n + 1) ((I € AF n ) - (l^AF n ^ 

Sobre una configuration de Ay A que satisface las ecuaciones del movimien- 
to, el segundo termino desaparece y la corriente conservada correspondent solo 
al primer termino. Sin embargo, no haremos uso de las ecuaciones del movimien- 
to, si no que mas bien veremos que para la transgresion se satisface la condition 
ec. ( IB. 51) y por lo tanto, es posible escribir una corriente conservada off-shell. 
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En efecto, tenemos que 

E A £& A = k(n+l) ((£^AF n ) - <^AF n » , 

= k (n + 1) ((lzFF n ) - (kFF n )) + k (n + 1) ((D^I € AF n ) - (D^I^F)) 

= fcl, (<^ +1 > - (F n+1 )) + k(n + l)d ((l,AF n ) - (kAF n )) , 

= I € d4 2n+1) + fc (n + 1) d ((I S AF") - <I s AF n » , 
= k (n + 1) d «I € AF n ) - (l e AF n )) . 

y por lo tanto, tenemos E A £^ A = dX con X = k (n + 1) d ((I^AF") - (l € AF n » . 
Por lo tanto, podemos usar la expresion para la corriente off-shell ec. (IB.6I) . 

^ j(dif-off) = ^ j(dif-on) + x 

= kn(n + l)d dt (f € At0F™ _1 ) -k(n + l) ((l ? AF n ) - (l^A~F n ^ + 
+ k (n + 1) d «f € AF n ) - (I^F")) , 

= kn(n + l)d[ dt {l^AteF?- 1 ). 
Jo 

Corriente de Gauge 

En este caso, dada una transformation infinitesimal de gauge generada por 
el elemento g — 1 + A, las conexiones varfan como 

5 A = D A A, 
5 A = D A X. 

Asf, en la notation del Apendice El tenemos 

E A e A = k(n + l) «D A AF") - (D A F n )) 

= k(n + l)d((\F n )-(\F n )) (3.14) 

B A e A = kn (n + 1) / dt (D 4 A0F" _1 ) (3.15) 
Jo 

y fa corriente on-shell de gauge, 

^j(gauge-on) = 

= kn(n + l) [ dt (D* A0F?" 1 ) . 
Jo 
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Es posible escribir una expresion mas compacta para la corriente de gauge 
integrando por partes en D t y ^, 

^(gauge-on) = k n (n + 1) d [ dt {\®F n t ~ l ) - k (n + 1) I dt^- (\F?) , 

Jo x Jo dt 

= kn (n + 1) d / dt (X&F^ 1 ) — k(n + l) ((XF n ) - (\F n )) . 
Jo 

Ahora bien, de ec. (13.141) . tenemos que se satisface la condicion ec. (IB. 71) . 

E A e A = dY con 

Y = k(n+l)((\F n )-(\F n )), 
Por lo tanto, la corriente de gauge conservada off-shell viene dada por 

* j(gauge-off) _ ^ j(gauge-on) y 

= kn(n + l)dj dt (XGF?- 1 ) -k(n+l) ((XF n ) - (\F n )) + 
+ k(n+l)((XF n )-{\F n )) 1 

= kn(n + l)df dt (AGFp 1 ) . 
Jo 

Cargas Conservadas 

En la secccion anterior, demostramos la exist encia de dos corrientes conserva- 
das off-shell, una para transformaciones de gauge y la otra para difeomorfismos, 

^(gauge-off) = kn(n+l)d f dt (XOF^ 1 ) , 

Jo 

+ j(dif-off) = kn(n + l)d f dt (i^GF^ 1 ) . 

Jo 

Ambas corresponden a formas exact as, lo cual hace trivial verificar la ecuacion 
de continuidad, d* J = 0. Aiin mas, tal como se discute en el ApendicelBl cuando 
M tiene la topologia M = R x Eq, es posible escribir las cargas como una integral 
sobre el borde de la seccion espacial E, 

g(gauge-off) = kn (n + 1) [ f dt (AGF^ 1 ) , 

JdZ Jo 

g(dif-off) = kn(n+l) [ f dt (\A t ®F n t ~ l ) , 

JdY,Q Jo 

en donde hemos omitido la imagen reciproca a <9E para no recargar la notacion. 
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Ambas cargas son trivialmente invariantes de difeomorfismos, ya que han sido 
escritas usando formas diferenciales. Por otra parte, bajo una transformation de 
gauge finita, 

A^ A = g~ Y Ag + a + , (3.16) 
A -> A' = g~ Y Ag + a + . (3.17) 

la carga de difeomorfismos cambia de la forma 

Q(dif-off)/ = g(dif-off) _ kn ( n+V) f f 1 dt (l^SF?- 1 ) . 

JdYiQ JO 

Asi, la carga de difeomorfismos es invariante bajo transformaciones de gauge 
que satisfagan la condition 

k a -\ d x =0 

en el borde de la section espacial 

Una forma alternativa de escribir esta condition es como 

o para g = 1 + A infinitesimalmente cercano a la identidad, 

Bajo las transformaciones de gauge ec. (I3.161I37T71) . la carga de gauge Q(g au g e -° ff ) 
transforma como 

Q (gauge -° ff)/ = fcn (n + 1) I [ dt {gXg^&F^ 1 ) • 

JdYio Jo 

Para g = 1 + 77 infinitesimalmente cercano a la identidad, tenemos 

g(gauge-Qff)/ = Q(gauge-off) + fcn ( n + X ) f f d£ ([<q , \] ®F™~ 1 ) . 

JaE Jo 

Es posible reescribir esto como 

^Qfeaiige-off) ( A ) = g(gauge-off) A ^ 

o diciendo que las cargas reproducen el algebra de Lie, 

{g(gauge-off) ^ ^ Q(gauge-off) ^ j = g(gauge-off) A ] ) 

No hay cargas centrales extra, debido a que el lagrangeano transgresor es 
completamente invariante. 
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A =0 



Figura 3.2: Configuration de variedades cobordantes. 

3.3. Caso de Variedades Cobordantes 

Tal como fue mencionado en la introduction de este capitulo, desde un pun- 
to de vista fisico puede parecer perturbador la presencia de dos conexiones. 
Una alternativa interesante es la configuration de variedad cobordante (Vease 
Refs. |49l HHl [47])- Sea el espacio base M una variedad orientable (2n + 1)- 
dimensional y sin bordes, y denotemos con M + al espacio base dot ado de una 
cierta orientation y con M~ para la orientation contraria. Consideremos M + 
como la union de dos variedades (2n + l)-dimensionales, V + y W~ , M + = 
V + U W~ , tales que dV + y dW~ son cobordante^] y que se cumple dV + = dW + 
(Vease Fig.Q. 

Por esta razon, en este contexto, se define la action como 

S^[A,A]=[ 4 2 s +1) (A)-/ L% +1) (A)+k[ Q^ A 

JV+ JW+ JdV+ 

JV+ JW~ J dV+ 

Notese que como consecuencia la action ya no se puede escribir como la 
integral de una sola forma sobre una variedad determinada, a diferencia de en 

1 Dos variedades dV + y dW~ se dicen cobordantes cuando su union corresponde al borde 
de otra variedad, dV + U dW~ = dU + . La variedad Z7 + es llamada un cobordismo entre dV + 
ydW~. 
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ecs. (13.61 13.81) . Por otra parte, se debe de tener en cuenta que en general, la 
imposition de una conexion como cero sobre el espacio base solo puede hacerse 
en forma local. 

Pese a ello, este tipo de configuraciones ha sido exitosamente utilizada en el 
contexto de gravedad en dimensiones mas altas (Refs. [49. 148l 147] ). 

Bajo esta configuration, las ecuaciones del movimiento corresponden a 

(T A F n )\ v = 
(T A F n )\ w = 

y las condiciones de borde a 

/ dt (SA t GF?- lx 
Jo 



= 0. 

dv 



3.4. Caso de Chern-Simons 

De cierta manera, utilizar la forma de Chern-Simons como Lagrangeano pa- 
rece ser la forma mas directa de atacar el problema de tener dos conexiones. Se 
impone la condition A = sobre M, y desembocamos a una teoria con solo A 
como campo dinamico. Sin embargo, pese a la sencillez de la idea, se presentan 
problemas no del todo triviales. El primero es que en general no es posible impo- 
ner A = globalmente, y por lo tanto, como fue explicado en sec. 12.3.41 la forma 
de Chern-Simons solo esta definida en forma local sobre el espacio base. En efec- 
to, sea {U a } un cubrimiento con abiertos del espacio base (2n + l)-dimensional 
M. Entonces, sobre una intersection U a nUp en general se tiene 

g (2n + l) ^ Q (2n + 1) 

en donde Q^ 71 ^ = a*Q( 2n+1 ) corresponde a la forma de Chern-Simons sobre 

u a . 

El primer problema que plantea la no localidad de la forma de Chern-Simons 
es la ambiguedad al definir la action. Sobre una inteseccion U a H Up no es lo 

. , r (2n+l) 

mismo mtegrar L cs 



= kQ^ X) que Lg +1) 



= kQp n y por lo tanto 

en principio resulta imposible definir la integral de action en forma umvoca. 

Sin embargo, en el caso de las formas de Chern-Simons, es posible solucionar 
este problema en forma partial, debido a que las formas de Chern-Simons varian 
en una forma cerrada bajo transformaciones de gauge, tal como revisaremos 
brevemente en la proxima section. 
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3.4.1. Comportamiento bajo Transformaciones de Gauge 

Una forma de Chern-Simons Q( 2n+1 ) (A) = T^J 1 * no es invariante de gau- 
ge, si no que vana en un termino que localmente es cerrado. Llamaremos esta 
propiedad cuasi-invariancia. 

En efecto, usando ec. (12.541) . y el hecho de que (F n+1 ^ es invariante bajo 
transformaciones de gauge, tenemos que 

d [Q^ 2n ^ (A') - Q( 2 - +1 ) (A)] = 0, 

en donde A! = g- 1 Ag + a+. Por lo tanto, Q( 2n+1 ) (A') y Q( 2n+1 ) (A) solo pueden 
diferir en una forma cerrada. 

Para evaluar esta variation en foma explicita, basta considerar Q^ 2nJr1 ^ [A!) = 
T^J 1 ^ con A! = g~ l Ag + a + y utilizar ec. (12.701) . Asi, se tiene 

T (2n+1) _ T (2n+1) T (2n+1) W2n) , q . R x 

Es posible evaluar cada termino al lado derecho de ec. (I3.18j) en forma separa- 
da. El primer termino corresponde a una forma de Chern-Simons ^-?^ +0 ^ a = 

T (2n+1) 

^XU^ = («+!) ^ (g^AgF™) 
en donde l 7 ^ = dA^ + A 2 con 

A t = a + + tg~ 1 Ag. 
Utilizando ec. (12.71) . es directo demostrar que 

F t = g~ 1 (tdA + t 2 A 2 ) g 

y asi 

El segundo termino del lado derecho de ec. (13.181) es extremadamente intere- 
sante. Usando ec. (12.81) . se tiene 

T%23 = (n + 1) r dt (a + (tda + + tW + ) n ) 
Jt=o 

= (n + 1) (-1)" f~ l dt t n (1 - t) n (a + [a\] n ) 
Jt=o 



Dado que 



\n\? 



[ dt t n (1 - t) n = 
Jt=o 



(2ra+ 1)! 
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tenemos que 

T (2n+i) _ , n » (n + l)!n! , , 2 ,„. 

V^o -( i) (2n + 1)! (« + KJ )• 

Este termino corresponde a la imagen reciproca sobre el espacio base del 
(2n + l)-cociclo de Chevalley-Eilenberg fi( 2n+1 ) (a+), por lo que T^™*q es una 

forma cerrada dT^™*Q = 0, pero no exacta. Por otra parte, es interesante ob- 
servar que este termino aparecera solo cuando el tensor invariante posea una 
componente primitiva; en caso contrario, el cociclo se anulara identicamente 
(Vease sec. 12.3.11) . 

El termino restante en el lado derecho de ec. (13.181) corresponde a, 

CU-o = n{n + 1) J 1 dt jf ds {a-'AgaF*- 1 ) 

en donde F st = dA st + A 2 st) con 

A st = ta + sg~ x Ag. 

Asi, se tiene que 

F st = g- 1 [s (tdA + sA 2 ) -t(l-t) a 2 _] g, 

y por lo tanto, 

QP A9+a ^o = ~n(n+ 1) dt £ ds (Aa_ [s (tdA + sA 2 ) -t(l-t) a 2 _] n ~ 
Asi, tenemos que bajo la transformacion de gauge finita A — > A' = g~ x Ag + 

a+, 

g(2n+l) = g(2n+l) (A) + £Q(2n+l) ^ 

con 

^■»(x,a- ) =- <- 1 g; + J'"' < n . w -) + 



n in + 



1) d jf dt J ds ( Aa_ [s (tdA + sA 2 ) -t(l-t)a 2 _] n 



Asi, vemos que la forma de Chern-Simons vana solo en una forma cerrada 
bajo transformaciones de gauge y por lo tanto corresponde localmente a un 
termino de borde. Por otra parte, es importante recalcar que esta variacion 
esta mtimamente ligada con la estructura del tensor invariante. En particular, 
cuando el tensor invariante es no primitivo, el cociclo de Chevalley-Eilenberg 
es cero, y por lo tanto la variacion de la forma de Chern-Simons es solo una 
derivada total. 
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3.4.2. Accion de Chern— Simons 

El que bajo transformaciones de gauge una forma de Chern-Simons vane 
localmente en un termino de borde implica que una accion de Chern-Simons 
puede definirse solo modulo terminos de borde, 



Esto significa que la accion de Chern-Simons tiene asociadas las ecuaciones 
del movimiento para A, 



pero no resulta posible definir condiciones de borde solo a partir del principio 
de accion. De la misma forma, las corrientes de Noether y cargas conservadas 
tampoco pueden ser definidas en forma inequivoca. Es precisamente por estas 
razones por las que el estudio de la forma de Transgresion como lagrangeano 
resulta interesante; a diferencia del caso de Chern-Simons, tenemos una integral 
de accion inequivocamente definida, pero el precio a pagar es el de tener dos 
conexiones en la teoria. 

3.5. Forma Explicit a del Lagrangeano Trans- 
gresor y de Chern-Simons 

Al utilizar una forma de Transgresion o de Chern-Simons como Lagrangeano, 
se debe de tener en cuenta que el algebra de Lie escogida tiene distintos subespa- 
cios, cada uno de ellos con un significado fisico diferente. Por ejemplo, un cierto 
subespacio puede corresponder a gravitation, y otro, a la presencia de campos 
fermionicos en la teoria. Ademas, dependiendo de la forma del tensor invariante 
y el algebra, un lagrangeano de transgresion o Chern-Simons posee un trozo de 
volumen (bulk) y un termino de borde. Por lo tanto, pese a que en principio 
solo se necesita de expresiones generales como ec. (13.21) . en la practica se vuelve 
deseable disponer de un metodo que permita separar el Lagrangeano en forma 
exphcita en trozos que reflejen la "fisica" del problema (i.e., la estructura de 
subespacios del algebra), asi como separar la accion en terminos de volumen y 
de borde. 

Es posible construir un metodo que realiza precisamente esta tarea utilizan- 
do la formula de homotopia ec. (12.701) en forma sistematica, como veremos a 
continuation 



t(2n+l) 
'CS 




r A F n )\ M = o, 
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3.5.1. Metodo de Separacion en Subespacios 

Sea g un algebra de Lie, A y A conexiones valuadas en q y L^ n+1 ^ (A, A) = 
^Aa-A e ^ corres P on diente lagrangeano transgresor. Entonces, debemos 

1. Separar el algebra q en subespacios que reflejen la fisica envuelta, g = 
Vo®'-®V p . 

2. Escribir las conexiones en trozos valuados en cada subespacio, A = a + 
h a p , y A = a H ha r 

3. Utilizar ec. (12701) para escribir L^ 2n+1) (A, A) (6 Lg? +1) (A) , con A = 0) 
con 

A = A, 

Ai = a H h a p _i, 

A 2 = A 

4. Iterar el paso 3 para la transgresion T^ 7 ^^, y asi sucesivamente. 

Como un ejemplo del metodo, mostraremos a continuation como es posible 
escribir explicit amente un lagrangeano transgresor o de Chern-Simons para gra- 
vedad. En Sec. 15.2. ll el mismo metodo sera utilizado para escribir el Lagrangeano 
para el Algebra M. 

3.5.2. Ejemplo: Gravedad como Teoria de Transgresion y 
Chern-Simons. 

En esta section, consideraremos brevemente como puede reobtenerse grave- 
dad a traves de las herramientas matematicas desarrolladas en las secciones ante- 
riores. Para un analisis de la fisica asociada a gravedad en dimensiones mas altas, 
personalmente recomendaria las Notas de Clase (Lecture Notes) Refs. [7311741175] 
y las referencias dentro de ellas. 

La gravedad de Transgresion/ Chern-Simons contiene en forma natural altas 
potencias de la curvatura, por lo que resulta interesante notar en este punto una 
interesante relation con teoria de cuerdas. 

En el contexto de teoria de cuerdas, se genera una teoria efectiva para gra- 
vedad en D = 10, la cual incluye altas potencias en la curvatura en forma de 
una serie en a. Sin embargo, en general este tipo de acciones poseen fantasmas 
(ghosts), lo cual esta en contradiction con el hecho de que Teoria de Cuerdas 
esta libre de ellos. Este problema fue estudiado en detalle por B. Zwiebach y 
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B. Zumino en Refs. [77] y [76], respectivamente, concluyendose que la unica 
solution a este problema seria que este Lagrangeano coincidiese con el de la se- 
rie de Lanczos-Lovelock (Vease Refs. [37|,|38j). Desde otro punto de vista, esto 
es simplemente una consecuencia natural del hecho de que el lagrangeano de 
Lanczos-Lovelock entrega ecuaciones de segundo orden para la metrica. Cuando 
se requiere que este lagrangeano posea una dinamica consistente, se obtiene en 
dimensiones impares gravedad de Chern-Simons, y en dimensiones pares, gra- 
vedad de Born-Infeld (Vease las Refs. [73l [7H [75] ) . Ambas gravedades pueden 
relacionarse a traves de reduction dimensional (Vease Ref. [32]) y por lo tanto, 
es posible pensar en la posibilidad de que una gravedad de Chern-Simons en 
D = 11 genere la gravedad efectiva de cuerdas en D = 10. 

Sea g el algebra de Anti-de Sitter en D = 2n + 1 dimensiones, g = so (2n, 2), 
y sea M un espacio base D-dimensional. Consideremos la separation en sub- 
espacios g = Vb © Vi, con Vo la subalgebra de Lorentz, Vo = so (2n, 1) y el 
coseto simetrico V\ = so (2n, 2) /so (2n, 1) (Anti-de Sitter boosts). Llamando J a & 
a los generadores de so (2n, 1), y P a a los generadores de so (2n, 2) /so (2n, 1), 
el algebra de so (2n, 2) se escribe como 

[Pa, Pb] = Jab, 
[Jab, Pc] = Vce^tbPd, 
[Jab, Jed] =Vgh52 S cd J ef' 

Asi, podemos escribir las 1-formas conexion valuadas en el algebra 

A = uj + e 
A = Q + e 

con las componentes 

1 ah t 

ab 



ab 



Bajo transformaciones de gauge valuadas en el subgrupo de Lorentz, so (2n, 1), 
transforman como conexiones de Lorentz, y e a , e a como vectores de Lo- 
rentz. Esto permit e identificar uu ab , Cu ab con conexiones de espm y e a ) e a con 
vielbeine sobre M. 

Consideremos ahora el tensor invariante de so (2n, 2) con unica componente 
no nula 

(Jaia 2 ' ' ' J a2n-ia 2 nP a 2n +i ) = 2 ^ai---a 2n +l' (3.19) 



U) = 


-UJ J, 


e = 


e a P a 


uj = 




e = 


e a P a 



64 CAPITULO 3. FORM AS DE TRANSGRESION Y TEORIAS DE GAUGE 



Lagrangeano de Chern-Simons para Gravedad 

Una lagrangeano de Chern-Simons para so (2n, 2) construido con este tensor 
invariante tiene la forma exphcita 

4? +1) (u + e) = k(n + l) f 1 dt ((u> + e) (td (w + e) + t 2 (w + e) 2 )" 

Es posible demostrar que este Lagrangeano corresponde a un lagrangeano de 
Lovelock para gravedad, realizando integraciones por partes sucesivas. Este es un 
proceso extremadamente laborioso en dimensiones mayores que 3, el cual ademas 
permite separar explicitamente el Lagrangeano en un termino de volumen y uno 
de borde. Este mismo proceso es realizado en forma directa utilizando el metodo 
de separation en subespacios. Escribiendo 

A = 
Ai = cj 
A 2 = cj + e 

tenemos que ec. ( 12.701) toma la forma 

4 2 s - 1} (- + e) = + KTSS" + *<V_o- 

Dada la forma del tensor invariante ec. (13.191) tenemos que T^q^ — 0, y 
como un Lagrangeano de Chern-Simons esta definido solo modulo terminos de 
borde, podemos escribir 

4? +1) (- + e) = kT%:H 
El termino kT^^_^ corresponde explicitamente a 

kT^L = 2 n (n + l)k dt {eF n t ) 

Jt=o 

coiil 

11 

F t = du> + - [cj, u] + tD„e + t 2 - [e, e] 

o en forma mas compacta, 

F t = R + tT + t 2 e 2 



2 En general, dadas dos conexiones A y A, sus respectivas curvaturas estan relacionadas a 
traves de la identidad F = F + £>^0 + ® 2 , con = A - A. 
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con 

1 



td ^ -nab j 

*l — J oh, 

T = T a P a , 

Jl 1 ah 



-eVJ, 



abi 



en donde R ab = duj ab + uj a c uj cb y T a = de a + 6J a 6 e 6 corresponden a la curvatura 
de RiemmanrJl y a la Torsi6n0, respect ivamente. 

Tomando en cuenta la forma del tensor invariante ec. (13.191) . tenemos que 

kT^ZlL = 2" (n + 1) * dt (e (R + tV) B > 

Jt=o 

o mas explicit amente, 

L cs +1) + e) = (n + 1) Jfc / dt e ai ... a2n+1 (R aia2 + t 2 e aia2 ) • • • (R*»-^ + tV 2 - ia2 ™) e a 2n+1< 

Jt=o 

Este lagrangeano corresponde a uno de la serie de Lovelock, en donde la 
integration en t reproduce exactamente los coeficientes de Refs. [HI [6] en la 
serie de Lovelock. 

Es importante recalcar que pese a que el lagrangeano corresponde a una forma 
de transgresion, Lq^ +1 ^ (cj + e) = kT^^_^ este es solo cuasi-invariante bajo 

transformaciones de gauge. Esto se debe a que en la "transgresion" T^^_^ u> + 
e corresponde a una conexion, pero u) no. En efecto, haciendo una transformation 
de gauge infinitesimal, 5 (cj + e) = D^+gA, tenemos 

5e a = -X\e b + D^A a , 
5uj ab = D UJ X ab + e a X b -e b X a . 

Estas ecuaciones corresponden a transformaciones de gauge infinitesimales 
para u; + e, pero 5uj ab = D u; X ab + e a X b — e b X a no corresponde a una transformation 
de gauge para a;, y por lo tanto, estas transformaciones no dejan invariante a 

y,(2n+l) 
[aj+el<— uj" 



3 Debe de observarse sin embargo, que no hemos impuesto (y no impondremos) la condicion 
de nulidad de la torsion, por lo que u ab y e a corresponden a campos independientes. En este 
sentido, RTp = e a OL e b (3 R a 

bfiu en g enera l corresponderia a un Riemann "a la Palatini" en 
terminos de una conexion independiente de la metrica. 

4 E1 identificar T a = D^e a con la Torsion es equivalente a imponer la condicion de que u ab 
y generen el mismo transporte paralelo, o lo que es lo mismo, a imponer el lema de Weyl, 

V a , + ^V 6 ,-r^e a A = o. 
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El hecho de que T^^J^_^ sea cuasi-invariante esta mtimamente ligado con la 
forma del tensor invariante. En efecto, siguiendo el mismo razonamiento que en 
el teorema de Chern-Weil, es posible escribir 

((R + T + er +1 )-(R n+1 ) = dT^. 

Dado que no es invariante bajo la transformation 5uj ab = D^A a6 + 

e a X b — e 6 A a , en general la forma T^™^ 1 ^ varia en terminos no cerrados. Sin 

embargo, con la election de tensor invariante ec. (13.191) . tenemos (.R n+1 ) = 0, 
valor inalterado incluso bajo la transformation 8uj ab = D^A a6 + e a X b — e b X a . Por 
lo tanto, tenemos 

'(H + T + eT 1 ) = 



y dado que (^(R + T + e ) y es invariante de gauge, T^ +e j^_ w es cuasi-invariante 

Lagrangeano Transgresor para Gravedad 

La election de Lagrangeano Transgresor mas cercana al Lagrangeano de 
Chern-Simons recien considerado es 

r(2n+l) / , - n _ r T (2n+1) 

en donde es necesario recalcar que a> corresponde a una conexion para 50 (2n, 2) . 

Nuevamente, es posible escribir una expresion cerrada para el Lagrangeano 
utilizando el metodo de separation en subespacios; escogiendo 

A = Q 
Ai = u; 
A 2 = lj + e 

tenemos 

Lf +1) (a, + e, Q) = kT^ + + ^ + kTL 2 Zt 1] + kdQ^ e] ^. (3.20) 
Considerando el tensor invariante ec. (13.191) . tenemos 

( W + e, a) = Lgs + 1} (« + e) + MQ[2 e] _^. (3.21) 

El Lagrangeano transgresor y el de Chern-Simons solo difieren en una deri- 
vada total en este caso en particular. La forma explicita del termino de borde 
viene dada por ec. (12.691) . 

kQlt]^* = n(n + l)k(\t f As {eOF^ 1 ) 

Jo Jo 
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con 6 = u — uj y F st la curvatura en la conexion A st = u> + se + W, 
F st = R + D^, (se + W) + s 2 e 2 + si [e, 0] + i 2 2 . 
Tomando en cuenta ec. (12.691) . tenemos 

= n(n + l)k dt J^ds (eO (R + tD^fl + s 2 e 2 + t 2 2 ) n_1 

El lagrangeano L^ n+1 ^ (a; + e, a?) ec. (13.201) es completamente invariante bajo 
transformaciones de gauge de bo (2n, 2), dado que ambas, u;+e y u;, corresponden 
a conexiones de bo (2n, 2) . 

Para fijar las condiciones de borde, se debe considerar ec. (13.111) . Para este 
caso, estas toman la forma 



/ dt((5u> + t50 + t5e)(0 + e)F t n - 1 ) 
Jo 



= 0, (3.22) 

dM 



en donde la conexion A t y su curvatura F t estan dadas por 

A t = u> + t(e + 0), (3.23) 
F t = R + tD^ (e + 0) + t 2 (e 2 + [e, 0] + 2 ) . (3.24) 

Hay muchas maneras de fijar las condiciones de contorno. Una de ellas par- 
ticularmente interesante (Vease Ref. [471 E22, SHI US]) consiste en imponer que Q 
tenga un valor fijo sobre <9M, 

8Q\ 9M = 0. (3.25) 

y que uj y u; induzcan el mismo concepto de transporte paralelo a lo largo de 
dM. Asi, ec. (13.221) se reduce a 



(t (50e - 05e) (R + t 2 e 2 + t 2 2 ) n ~ l 



= 0, (3.26) 

dM 



la cual, tomando en cuenta la forma del tensor invariante, puede ser satisfecha 
requiriendo 

S Qlab e c] =9 [ab Se c}^ ( 3>27 ) 

El lagrangeano L^ n+1 ^ (a; + e, uj) tienen ademas la propiedad extra de tener 
cargas conservadas de Noether bien comportadas y completamente autoconsis- 
tentes (vease Refs. [49], [48|, [47]). Esto tambien es cierto para el caso mas general, 
^(2n+i) ^ _|_ e ^ _|_ g g interesante observar la relation entre invariancia y el 
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buen comportamiento de las cargas. Una accion cuasi-invariante, al estar defi- 
nida solo modulo terminos de borde, no permit e definir cargas. En cambio, una 
accion invariante si lo permite. 

Sin embargo, es necesario recalcar algunos aspectos sutiles en como actuan 
las transformaciones de gauge sobre el lagrangeano. No es lo mismo calcular 
la variacion bajo transformaciones de gauge de ec. (13.201) y ec. ( 13.211) . En efec- 
to, realizando una transformacion de gauge correspondiente a g = exp (( a P a ) , 
mientras que el lagrangeano dado por ec. (13.201) permanece invariante, el lagran- 
geano dado por ec. (13.211) es solo cuasi-invariante y cambia de la forma (Vease 
Refs. [33l [32J, [54] para manipulaciones finitas de AdS) 

r (2n+l) / . — \ r (2n+l) / / . / - /\ r (2n+l) / . _\ 7 rr (2n-\-l) 

con 

Aw = I (Iz£5*£ {CD ^ _ _ zap. (<v * _ cV) ) j abf 

en donde 

y 

nV«) = «^ + (l-«)^r- 

^4 priori, esto puede parecer extrano, ya que ec. (13.201) y ec. (13.211) correspon- 
den al mismo Lagrangeano. Sin embargo, se debe de tener en consider acion que la 
expresion T^Z^ = no es invariante de gauge. En efecto, dado que Q correspon- 
de a una conexion de so (2n, 2) , bajo una transformacion de so (2n, 2) /so (2n, 1) 
aparece una componente valuada en so (2n, 2) /so (2n, 1) : un vielbein de solo 
gauge: -> 0. 

Esta situation puede ser visto como un abuso del simbolo "=". Denotando 
por = igualdades preservadas por transformaciones de gauge y con w las que no, 
escribiriamos T^Z^ ~ y por lo tanto, 



4 2n+1) (« + e, a) = *n2SL, + + ^<V-- 



Desde un punto de vista mas abstracto, esta es una problematica general, 
originada por la no-trivialidad de la condition de tensor invariante. En efecto, 
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sea {Ni} una coleccion de nj-formas valuadas en el algebra de Lie, las cuales 
descompondremos como 

Ni = N] + AT° 

tal que se cumple que 

\Nl--N n \=0, 

en general. Esto significa que | • • • AT° | esta valuado solo sobre componentes 
nulas del tensor invariant e. Escribiendo la condicion de invariancia a partir de 
ec. (ESD como 

n 

| [M, N x ■ ■ ■ N n ] | = (-1)"^+-+^) \Ni ■ ■ ■ [M, N l+1 ■ • • N n \ = 

2=1 

tenemos que pese a que | • • • AT° | = 0, una component e del tipo 

IN^.-NU [M,N°] N° i+1 ...N° n \ 

no tiene por que estar valuada en una componente nula del tensor invarian- 
te. Aun mas, la condicion | [M, AT? • • • N° n ] \ =0 no sigue en forma trivial de 
\N\---Nl\ = 0. De hecho, aunque el polinomio invariante puede escribirse 
como 

1 

\N 1 ---N n \= \N k 1 1 ---N k r ?\, 

ki,...k n =0 

fcl + "- + /Cn>l 

tenemos que la condicion de invariancia es de la forma 

i 

|[M, Ni ■ --N n }\ = Yl I [ M , N i ■■■N k n "}\ + \ [M,N<i ■ ■ ■ N° n ] \ . 

ki,...k n =0 
k 1 +-+k n >l 

Asi, \N\-"Nl\ juega un rol en la condicion de polinomio invariante, pese a 
que \N 1 -"N° n \ = 0. 

Esto hace que en general, resolver la condicion de tensor invariante sea una 
tarea altamente no trivial, y que encontrar todos los tensores invariantes de un 
algebra dada permanezca como un problema abierto hasta ahora. 

Un enfoque laborioso, aunque extremadamente interesante de este problema 
viene dado por el metodo de Noether. Este consiste basicamente, en tomar un 
Lagrangeano de Chern-Simons/Transgresion invariante bajo una cierta algebra g 
y luego considerar esta algebra como una subalgebra de otra mayor, 0. Realizan- 
do transformaciones de gauge valuadas en (£>/g es posible ir agregando terminos 
extra al lagrangeano asegurando su invariancia bajo transformaciones de gauge 
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valuadas en (Para un interesante ejemplo relacionado con el Algebra M, vease 
Refs. [281 EH]). 

Ahora bien, la invariancia del lagrangeano bajo transformaciones de gauge 
y el que este sea un polinomio invariante son afirmaciones equivalentes. Des- 
de el punto de vista del tensor invariante, esto equivale a tomar un polinomio 
invariante de q como "semilla", y utilizar la condition de invariancia para ir 
completando el tensor invariante con nuevos terminos. Es posible escribir un al- 
goritmo general para resolver este problema, el cual a cada paso da condiciones 
para el polinomio. Sin embargo, no ha resultado posible probar la convergencia 
del procedimiento y aun mas, las ecuaciones que van apareciendo a cada paso 
se vuelven dificiles de resolver a medida que crece n. Por otra parte, el que se 
deba teneren cuenta no solo que las componentes "visibles" del polinomio, sino 
que asi mismo las contribuciones de las componentes nulas del tipo | N\ • • • AT^J , 
vuelve este procedimiento altamente no trivial. 



Capitulo 4 



Algebras de Lie y Semigrupos 
Abelianos 




En la partitura musical de la imagen puede apreciarse un concepto 
comun a casi toda tradition musical: el uso simultdneo de estructuras 
que estdn en armonia o resonancia mutua. (A si por ejemplo, puede 
observarse una linea melodica en clave de sol y otra en clave de fa, 
cada una de ellas armonica con la otra) . El mismo concepto sera de 
vital importancia en este capitulo para formular la idea de subdlgebras 
resonante y reduction resonante. La partitura de lafigura corresponde 
al Cuarteto de Cuerdas No. 13 en Si b mayor, Opus 130, por Ludwig 
van Beethoven, "Cavatina". Esta imagen y su interpretation por el 
Cuarteto de Cuerdas de Budapest fueron enviadas en discos adosados 
a las sondas Voyager I y II, como saludos de la Tierra hacia otras 
inteligencias. 

En las secciones anteriores hemos revisado conceptos basicos de fibrados y 
la construction de teorias de gauge usando formas de transgresion y de Chern- 
Simons. Para construir de esta manera una teona de gauge de Transgresion 
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en 11 dimensiones para el Algebra M, uno de los ingredient es principales es 
el tensor invariante. Sin embargo, justamente para este caso, este se vuelve un 
problema dificil de resolver. La supertraza no es una buena opcion para construir 
la teoria. Esta tiene muchas componentes nulas, y un Lagrangeano Transgresor 
o de Chern-Simons construido a partir de ella solo depende de la conexion de 
espin y representa por lo tanto una especie de "gravedad exotica". Asi, con la 
supertraza como tensor invariante no se puede reproducir ni relatividad general 
ni incluir campos fermionicos o campos asociados a las cargas centrales. El primer 
paso para resolver este problema es entender cual es el origen del Algebra M, y 
luego intentar construir un tensor invariante distinto de la supertraza para ella. 

El Algebra M puede obtenerse a partir del algebra ortosimplectica osp (32J1) 
a traves de una expansion en serie de potencias de las formas de Maurer-Cartan 
(Vease Refs. [22J, [23]). Sin embargo, dado que este procedimiento esta basado 
en el uso de las formas de Maurer-Cartan, resulta no trivial buscar tensores 
invariantes, los cuales estan definido sobre los generadores del algebra. 

Debido a esto, resulta necesario buscar un metodo alternativo, basado en 
manipulaciones sobre los generadores del algebra. El resultado es lo que hemos 
llamado S^-Expansion, en donde la S corresponde a un semigrupo abeliano. La 
idea basica consiste en considerar el espacio del producto directo entre un semi- 
grupo abeliano y un algebra de Lie. Luego, es posible obtener algebras de Lie 
sistematicamente desde dentro de este espacio usando tecnicas que describire- 
mos en este capitulo. Este metodo ademas nos entrega tensores invariantes mas 
generales que los entregadas por la supertraza. 

Para reobtener la expansion en formas de Maurer-Cartan en el contexto de S- 
expansiones, se debe escoger un semigrupo en particular, al que llamaremos 
Por lo tanto, es posible reobtener tambien el Algebra M dentro de este contexto, 
con la ventaja de que este nuevo enfoque entrega un tensor invariante distinto de 
la supertraza. Ademas, para otras elecciones de semigrupos, es posible obtener 
nuevas algebras, imposibles de obtener por otros metodos. Esto permite observar 
que el Algebra M pertenece a una amplia familia de algebras que comparten 
ciertas caracteristicas. 

Resulta interesante observar que el derivar nuevas algebras de Lie a partir de 
otras previamente conocidas ha sido siempre un problema de gran importancia 
en fisica y matematicas. Existen varios ejemplos import antes de esto. Asi nos 
encontramos con el problema de las extensiones supersimetricas, en la cual el ob- 
jetivo es agrandar el grupo de simetria espaciotemporal de una forma no trivial. 
Otros ejemplos interesantes lo constituyen las deformaciones, las cuales permi- 
ten por ejemplo obtener el algebra de Poincare a partir del algebra de Galilecfl 



1 Es interesante observar que desde este punto de vista, en principio hubiera sido posible 
obtener relatividad especial a partir de la mecanica clasica, solo a traves de argumentos basados 
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o las contracciones, las cuales permiten obtener el algebra dePoincare a partir 
de la de AdS. Es import ante recalcar que estos tres procedimientos conservan 
la dimension del algebra, a diferencia de lo que ocurre con las expansiones en 
formas de MC y 5-expansiones. 

Debido a la importancia que tienen en fisica los mecanismos que permiten 
obtener nuevas algebra de Lie, desarrollaremos primero todo el formalismo de 
5-expansiones en forma completamente general. Luego, veremos en detalle como 
se reobtiene la expansion en formas de MC dentro de este contexto y finalmente 
veremos algunos ejemplos explicit os para el caso de supergravedad. Entre estos 
ejemplos reobtendremos el Algebra M a t raves de este mecanismo y escribiremos 
un tensor invariante para ella. 



4.1. Definiciones 

Antes de analizar el procedimiento de S- Expansiones, es necesario hacer al- 
gunas definiciones, fijar notacion y demostrar algunos resultados concernientes 
a semigrupos abelianos y algebras de Lie 

4.1.1. Semigrupos 

Un semigrupo es un conjunto dotado de un producto cerrado y asociativcH. 
Sea S = {X a } un semigrupo finito y discreto. La informacion de la tabla de 
multiplicacion del semigrupo puede codificarse a traves de la siguiente definicion 

Definicion 19 Sean A ai , . . . X an e S, cuyo producto viene dado por 

Entonces, se define el n- Selector K ai ... an p como 

K p = f 1, cuando p = 7 (a u . . . , a n ) ^ _ 

OL1 '" OLn I ; en otro caso. 

De la definicion vemos que el 2-Selector codifica toda la informacion conte- 
nida en la tabla de multiplicacion del semigrupo. Aun mas, siempre es posible 
escribir un n-selector en terminos de 2-selectores. Una manera quizas no del todo 



en teoria de grupos (Vease por ejemplo Ref. [E]). 

2 Es necesario recalcar que no exigiremos la existencia de inverso o identidad, puesto que 
algunos autores utilizan semigrupo como sinonimo de monoide, es decir, exigen la existencia 
de identidad. 
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rigurosa|j pero si bastante intuitiva de ver esto es escribiendo el producto de dos 
elementos del semigrupo como 

= KJ\. (4.2) 

A partir de ec. (14.21) . es directo demostrar que la asociatividad y clausura del 
producto, 

(A^A^) A 7 X a (A^A 7 ) \ p ((x^a) 
es equivalente a la condition sobre los 2-selectores 

PC pis a — K a K p — K a 

Esto, a su vez, significa que los 2-selectores proveen de una representation 
matricial para el semigrupo. En efecto, definiendo 

[Mr (4 - 3) 

se tiene 

[A a]p [Mv = K a(3 T [ X Ap = [ X 7(a,f3)]J - 

De la misma forma, es directo probar que los n-selectores satisfacen 

K a K p = K P K a = K p . (4.4) 

Asi, es posible expresar siempre un n-selector en terminos de 2-selectores, 
anidando ec. (14.41) . 

De ahora en adelante, trabajaremos solo con semigrupos abelianos. Asi, todo 
n-selector debe de ser completamente simetrico en sus indices bajos. 

Ahora bien, de la misma forma como desde un punto de vista fisico resulta 
interesante dividir un algebra en subespacios, result ara interesante el considerar 
subconjuntos de S. Esto induce la siguiente 

Definicion 20 Sean {S p } peI subconjuntos del semigrupo Sp (Z p G / ; 
siendo I un conjunto de indices. Cuando S = {J peI S p , diremos que {S p } eI es 
una descomposicion de S. Dados dos subconjuntos de S p y S q) definiremos su 
producto S p x S q C S como 

S p x S q = {A 7 e S tal que A 7 = K p K q , con X ap e S p y X aq e S q ] . (4.5) 

3 Esta falta de "rigurosidad" de ec. (|4.2j) consiste simplemente en que aiin no hemos definido 
1 x X a 6 x X a (aunque est as operaciones estan definidas automaticamente cuando estamos 
provistos de una represent acion matricial del semigrupo, la cual siempre existe para un se- 
migrupo finito y discreto). Es posible demostrar todas las propiedades de los n-selectores sin 
recurrir a ec. (|4.2j) . pero resulta un poco mas engorroso. Las propiedades de los n-selectores 
descansan solo en la asociatividad y cierre del semigrupo. 
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En pocas palabras, S p x S q es el producto de todos los elementos de S p con 
todos los elementos de S q . 

Es conveniente enfatizar que S p y S q no necesitan ser semigrupos ellos mis- 
mos, y que dado que S es abeliano, S p x S q = S q x S p . 

Algunos semigrupos estan provistos de un elemento con un comportamiento 
especial, 

Definicion 21 Sea S un semigrupo abeliano el cual posee un elemento 0# G S 
tal que satisface 

OsK = KOs = Os 

para todo X a G S. Entonces, el elemento 0# sera llamado el cero del semigrupo. 

Es trivial probar que cuando un semigrupo posee un elemento 0#, entonces 
este es unico. Por otra parte, un semigrupo provisto de un elemento 0# no es 
un grupo (este elemento no tiene inverso), con la excepcion trivial del grupo Si, 
e 2 = e en donde e 0#. 

Dado que cuando existe, este elemento es unico, resultara conveniente te- 
ner una notacion mas sistematica para el. Dado un semigrupo provisto de un 
elemento 0#, S = {\ a }a=o ' asignaremos el elemento A^+i para el cero, 



Los elementos rest antes, A^, i — 0, . . . , N se asignan para los que son distintos 
de 0s, y seran denotados por un submdice latino z, j, k. 



Es interesante observar que dada un algebra de Lie, en ciertos casos es posible 
obtener algebras mas pequenas a partir de ella, a traves de lo que llamaremos 
"reduccion" 

Definicion 22 Sea q un algebra de Lie de la forma g — Vq © Vi, siendo {T ao } 
los generadores de Vq y {T ai } los de V\. Cuando [Vq,Vi] C Vi, i.e., cuando 



Aat+i — 0s- 



4.1.2. Algebras de Lie Reducidas 




Cirri 

Cl -) 



T C0 + C t 



T C0 + C t 





(4.6) 
(4.7) 
(4.8) 



entonces las constantes de estructura C c 
por si mismas, y por lo tanto, 



satisfacen la identidad de Jacobi 



[T ao , T bo ] — C c 
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tambien corresponde a un algebra de Lie por si misma. Esta algebra, de constan- 
tes de estructura C aobQ c ° es llamada un algebra reducida de g, y sera simbolizada 
por | Vo| . 

Es directo probar que dado que las constantes de estructura C AB C de q 
satisfacen la identidad de Jacobi, 

( i\q(^)q(£>) c r E u \\< D )< B ) r c r E u u< B M A ) r c r E - n 

U AB ^CD l ) U DA U CB l ) U BD U CA ~ U > 

entonces C aobQ c ° tambien lo haran por si mismas. En efecto, considerando la 
component e valuada en Vo de la identidad de Jacobi, 

/ -i \q(ao)q(do) /or eo,/ -i \q(cfo)q(M r-i C ^ eo,/ -i \q(^o)q(«o) ^ e _ n 

tenemos que 

/ 1 \q(a )q(d ) ^ c 0/ ^ eo,/ i \q(do)qOo) ^ c 0/ ^ e o_i_/ i \q(^o)q(a ) ^ c ^ e , 
i/ i \q(ao)q(^o) /or ci>of eo. / i \ q(do)q(M ^ ci^ eo, / -i \q(^o)q(ao) ^ ci^v e _ n 

Asi, vemos que C aobQ c ° satisface la identidad de Jacobi por si misma en dos 
situaciones: cuando C aobQ Cl = (i.e., cuando Vo es una subalgebra) o bien, cuando 
C aobi c ° = 0, i.e., cuando [Vo, Vi] C V\ (y por lo tanto, |Vo| es un algebra reducida). 

Es importante recalcar que en general |Vo| no es una subalgebra de g, sino 
que mas bien correspondent a lo que se podria llamar una "extension inversa" 
de g, con la salvedad de que V\ no precisa ser un ideal. 



4.2. ^-Expansion para un semigrupo arbitrario 
S. 

4.2.1. Definicion general 

Teorema 23 Sea S = {X a } un semigrupo abeliano, de 2-selector K a ^ y sea g 
un algebra de Lie de base {Ta} y constantes de estructura C AB C . Denotemos un 
elemento de la base en el espacio del producto directo S ® Q por T^ a ) = A a T^ y 
consideremos el conmutador inducido [T(^ jQ! ), T^ b ^)] = A a A^ [Ta,T#]. Entonces, 
S ® es tambien un algebra de Lie, de constantes de estructura 



(4.9) 
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Demostracion. Utilizando la ley de multiplication del semigrupo, A a A^ 
\ p (a,p), tenemos 

= ^p(a,p)C AB C Tc, 
= C AB C T( C ,p(a,[3))' 

Utilizando la definition de 2-selector [ec. (14.11) ]. 



^ p _ f 1, cuando p — 7 (a, /?) 
a ^ [ 0, en otro caso. 

tenemos que 

con lo que hemos probado que el algebra de S ® se cierra. 
Se debe observar que ya que S es abeliano, las const antes de estructura 
C(Aa)(B (3)^^ heredan su simetria de C AB C de la forma 

r (C, 7 ) _ _ /_, \q(A)q(B) ^ (C, 7 ) 

u (A,a)(B,/?) — V 1 ) ^(B,(3)(A,a) J 

y por lo tanto, q (A, a) = q (A) . 

Utilizando el hecho de que q (A, a) — q (A) y que las constantes de estructura 
C AB C satisfacen por si mismas la identidad de Jacobi, es direct o demostrar que 
C/d tambien lo hacen. En efecto, 

/_-, Nq(A,a)q(D,(5) ^ {C a ) r (E,e) 

y l ) ^(A,a)(B,/3) °(C, 7 )(£>,ff) " h 

/_ 1 xq(D,<5)q(B,0) ^ 

V i ; °(D,ff)(A,a) °(C, 7 )(S,/3) + 
/_ n q(^)q(A,a) ^ (C, 7 ) ^ _ 

V i ; ° {B,P){D,S) °(C, 7 )(A,a) 



*W ((-i) q(A)q(D) ^ c ^"+ 
+ (-D qP)q(B) ^c c ^+ 



+ ( _ 1) q(B)q(A) c ^C C< E 



W CA 



Dado que C AB C satisface la identidad de Jacobi, C^ A a ^ B tambien lo hace, 

{ _ u q(A,a)q(D,S) r (C, 7 )^ (E,e) 

y l ) ^(A,a)(B,/3) U (C, 7 )P,5) " t " 

xq(D,<5)q(B,/9) ^ 
V l ) ^(D,S)(A,a) °(C, 7 )(B,/3) + 

/_-, xq(B,0)q(A,a) ^ (C, 7 ) ^ (E,e) _ n 

I i ; °(B,/3)(D,5)°(C,7)(A,a) - U > 

y por lo tanto, S ® es tambien un algebra de Lie. ■ 
Este teorema induce naturalmente la siguiente 



78 



CAPITULO 4. ALGEBRAS DE LIE Y SEMIGRUPOS ABELIANOS 



Definicion 24 Sea S un semigrupo abeliano y q un algebra de Lie. El algebra 
de Lie definida por = S ® es llamada Algebra 5-Expandida de q. 

Es interesante observar que en general, para obtener un algebra a partir 
de otra (por ejemplo, al realizar una contraction de Inonii-Wigner) es usual el 
multiplicar los generadores por un cierto parametro, y despues realizar alguna 
manipulation, como efectuar un cierto Kmite. La ^-Expansion puede ser vista 
como la generalization natural de esta idea, en donde en lugar de multiplicar 
los generadores por un parametro numerico, lo hacemos con elementos de un 
semigrupo abeliano. 

Un algebra 5-expandida tiene una estructura bast ante simple, en donde en 
cierta forma tenemos una copia del algebra original g para cada elemento del 
semigrupo. Para poder encontrar estructuras mas complejas, debemos obtener 
algebras mas pequenas a partir del algebra 5-expandida, i.e., subalgebras y alge- 
bras reducidas. Como veremos a continuation, es posible resolver este problema 
en forma general y sistematica. Aplicado a casos particulares, estos procedimien- 
tos permitiran recuperar algebras de interes en fisica, junto con sus correspon- 
dientes tensores invariantes en forma directa, como veremos a continuation. 

4.2.2. Algebra O^-Reducida 

Cuando el semigrupo S esta provisto de un elemento 0#, sus correspondien- 
tes n-selectores tienen una forma peculiar, y por ende, tambien el algebra S- 
expandida asociada. En efecto, denotando con A^+i = 0# y con los elementos 
distintos del cero, tenemos que el 2-selector satisface 



K 3 








K j 


= 0, 


N+l 


= 1. 


N+1,N+1 





N+l,i 

N+l 

N+l,i 



j = 0, (4.10) 
1, (4.11) 
(4.12) 
(4.13) 

Por lo tanto, el algebra 5-expandida = S ® tiene la forma 

[T (A ,i), T {B j)] = K i3 k C AB c T {c ,k) + K ij N+1C AB CT (c,N+i), (4.14) 
[T ( a,jv+i),T( S j)] = C AB C T( C ^ N+1) , (4.15) 
[T(a,n+i),T( Bi n+i)\ = Cab t (c,n+i)- (4.16) 

Comparando el algebra ecs. (14.141) - (14.161) con ecs. (14.61) - (14.81) . tenemos que las 
componentes 

[T(A,i),T( BJ )] = K i:j k C AB c T(c,k) 
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forman un algebra reducida de S ® 0. 

De ecs. ( 14.141) - (14.161) . es claro que para este caso en particular, el reduction 
es equivalente a imponer al condition 

T {a ,n+i) = VsT A = 0. (4.17) 

Sin embargo, pese a que esta condition se ve muy natural, debido a que hemos 
llamado "cero" a este elemento en particular del algebra, debe de recalcarse 
que esta condition esta lejos de ser trivial, debido a que en general, 0# no es 
el cero del campo sobre el cual esta definido el espacio vectorial 0. Aun mas 
importante, reducir el algebra cambia la forma del algebra, abelianizando muchos 
conmutadores. En general, para todo z, j tal que K^^ 1 = 1 (i.e., A^Aj = Ajv+i) 
tenemos que 

[T (A ^,T (BJ) ] = 0. 
Asi, se vuelve natural hacer la siguiente 

Definicion 25 Sea S un semigrupo abeliano provisto de un elemento 0# G S, 
y sea = S ® un algebra S-expandida. El algebra obtenida imponiendo la 
condicion 0#Ta = sera llamada algebra Os -reducida. 

4.2.3. Subalgebras Resonantes 

El problema de encontrar subalgebras de = S ® es uno no-trivial, pero 
soluble, cuando se enfoca desde la apropiada perspectiva. 

El primer paso para resolver este problema es codificar en forma sistematica 
la estructura de subespacios del algebra original 0, de la siguiente manera. 

Sea = ©p G/ V p una descomposicion de en subespacios V p) donde / corres- 
ponde a un conjunto de indices. Dado que el algebra es cerrada, para todo p, q G I 
es posible definir los subconjuntos ifa q ) C I tales que 

K,V q ]c V r . (4.18) 

De esta forma, la coleccion de subconjuntos {i(p,q)} pqeI almacenan la infor- 
mation de la estructura de subespacios de 0. 

En forma analoga a como hemos descompuesto en subespacios, es posible 
descomponer el semigrupo S en subconjuntos S p C S, tales que 

s = \Js p . 

pel 

Esta descomposicion en subconjuntos es en principio completamente arbitra- 
ria; sin embargo, utilizando la definicion de producto de subconjuntos, ec. (14.51) . 
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es posible escoger una descomposicion en particular, tal como veremos en la 
siguiente 

Definicion 26 Sea un algebra g, provista de una descomposicion en subespacios 
= ©pG/ ^p? con una ^ructura provista por {i( P , q )} p eI , tal como en ec. H4.18\) . 
Sea S = [J peI S p una descomposicion en subconjuntos de 5, tal que se satisface 
la condicion 

S p xS q C S n (4-19) 

donde el producto de subconjuntos x es el de Def. Cuando tal descomposicion 
en subconjuntos de S existe, S = [j peI S p , diremos que ella estd en resonancia 
con la descomposicion en subespacios de q = V p . 

Teorema 27 Sea g = © pG/ V p una descomposicion en subespacios de g ; con una 
estructura dada por ec. ([^. jg| ) ; y sea S = [J peI S p una descomposicion resonante 
del semigrupo abeliano S, i.e., que satisface ec. hj.lty . Sean los subespacios de 
= S®0, 

W p = S p <g> V p: pel. (4.20) 

Entonces, 

®R = 0Wp (4-21) 

pel 

es una subdlgebra de = S ® 0. 

Demostracion. Utilizando ecs. (14.181) y (14.191) . se tiene que 

[W p ,W q ]c(S p xS q )®[V p ,V q ], 
C fl 5 s O V r , 



n s. 



v r . 



Ahora bien, dado que la intersection de conjuntos es un subconjunto de cada 
uno de ellos, tenemos que para todo r G i(p, q ), 



Por lo tanto, tenemos 



f| S s cS r . 

se*( P>9 ) 



[W p ,W q ] C S r ®V r 



4.2. S-EXPANSION PARA UN SEMIGRUPO ARBITRARIO S. 



y asi, finalmente, 

rei(p,q) 

Asi, el algebra se cierra y por lo tanto 0r = © pG/ W p es una subalgebra de 
0. ■ 



Definicion 28 El algebra de Lie 0r = © pG/ W p obtenida en Teorema\2^serd lla- 
mada Subalgebra Resonante de el algebra S-expandida = S ® 0. 

Es importante senalar que todas las subalgebras triviales de = S ® 
corresponden a subalgebras resonantes. Asi por ejemplo, la eleccion S p = S 
para todo p satisface en forma trivial la condicion de resonancia ec. (14.191) . Lo 
mismo sucede cuando el semigrupo posee un elemento 0#; la eleccion S p = {0#} 
tambien satisface automaticamente ec. (14.191) . Este es tambien el caso cuando el 
semigrupo est a provisto de un elemento identidad. Una curiosidad interesante es 
que a lo largo de esta investigation no hemos podido encontrar ningun caso en el 
que una subalgebra de = S ® no haya satisfecho la condicion de resonancia; 
el problema de si toda subalgebra de = S ® corresponde a una subalgebra 
resonante o no permanece como un problema abierto. 

La eleccion del nombre de "resonancia" es debido a la similitud entre ecs. ( 14.181) 
y (14.191) . La idea fundamental es que dada un algebra con una cierta estructura 
de subespacios, debemos descomponer el semigrupo S de una forma armoniosa 
o "resonante" con la estructura original del algebra. De ahi tambien el parale- 
lo con la (usual) armoma en estructuras musicales a comienzos del capitulo; el 
concept o es similar. 

Sin embargo, es posible ir aun mas lejos; en la proxima seccion demostrare- 
mos como tambien puede efectuarse el reduccion de una forma "resonante" con la 
estructura del algebra de Lie original; el O^-reduccion ya considerado correspon- 
ded a un caso particular muy sencillo de este teorema. El mismo procedimiento 
permitira reproducir las contracciones de Inonii-Wigner generalizadas dentro del 
presente esquema. 

Usando ec. (14.91) . resulta sencillo escribir en foma explicit a las constantes de 
estructura de la subalgebra resonante 0r. Denotando la base de V p por {T ap }, 
es posible escribir las constantes de estructura como 

Cf (a p ,a p )(6 g A) (Cr,7r) = K a p( 3 q 7rC a p b q Cr con 7r tales que X ap e S p , \(3 q e S q ,\ lr G S r 

(4.22) 

El teorema de subalgebras resonantes resulta ser una herramienta extrema- 
damente poderosa para generar nuevas algebras a partir de 0. El dificil problema 
de encontrar subalgebras de = 5(8)0 se convierte en el sencillo problema de en- 
contrar una particion resonante de S (tal como veremos con ejemplos explicitos 
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en Sec. 14.41) . En relacion con la expansion en formas de Maurer Cartan, resulta 
provechoso senalar que dentro del context o de 5-expansiones, ellas corresponden 
a subalgebras resonant es para una election particular de semigrupo, con algun 
tipo de reduccion ((^-reduction en general). 



4.2.4. Reduccion Resonante 



Como ya hemos anunciado, no solo es posible encontrar subalgebras utilizan- 
do la idea de una descomposicion resonante, sino que tambien es posible reducir 
algebras, tal como se muestra en el siguiente 

Teorema 29 Sea 0r = S P ®V P una subdlgebra resonante de = S ® Q, 

i.e. las ecs. fi4.18\) y U-1S\) son satisfechas simultdneamente. Sea S p — S p U S p 
una partition de los subconjuntos S p C S tal que se satisfacen las condiciones 



S p n S p 



0, 



Sp X S q C |^| S r . 



(4.23) 
(4.24) 



La descomposicion de subconjuntos S p — S p U S p induce a su vez la descom- 
posicion 0r = 0r © 0r sobre la subdlgebra resonante, donde 

<5r = 04®^ (4-25) 

pel 

®R = (&S P ®V P . ( 4 - 26 ) 

pel 

Cuando se cumplen las condiciones ec. H4.23\) y ({4-24\) , se tiene que 



0r,0r 



C0 R , 



(4.27) 



y por lo tanto, a partir de Def. [HI tenemos que |0r| corresponde a un algebra 
reducida de la subdlgebra 0r. 



Demostracion. Sean W n 



Sr, 



>p ~ ^pvyV p J W p 

condition ec. (14.241) . tenemos que 



Sr> 



V p . Entonces, utilizando la 



W n ,W„ 



C ( Sp X Sq 



[v P , v q 



C fl 5 S <8) V r , 



n s, 



V r . 



4.2. S-EXPANSION PARA UN SEMIGRUPO ARBITRARIO S. 
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Para todo r G i( Ptq ) tenemos que f] sEi S s C S r , y por lo tanto, 



W p ,W q 



C S r ®V r 

c w r . 

rei(p,q) 



Ya que 0r = 7 Wp and 0r = Wp, tenemos que 



pel 



<J5r,<25 r 



y por lo tanto, |0r| corresponde a un algebra reducida de 0r, a la que llamare- 
mos algebra reducida resonante de 0r. ■ 

Usando las constantes de estructura ec. (14.221) para la subalgebra resonante, 
es posible escribir las constantes de estructura para el algebra reducida resonante 
|0r| como 

C (a p ,a p )(b qA ) Crnr) = K aJ r q C a p b q r con <*p> An 7r tales que X ap G S p , Xf3 q G S q , A 7r G S r 

(4.28) 

Una consecuencia interesante del teorema [29] es que el procedimiento de 0#- 
reduccion puede ser aplicado tambien sobre subalgebras resonantes, tal como se 
demuestra en el siguiente 

Corolario 30 Sea S un semigrupo provisto de un elemento 0#, y sea 0r = 
pG/ S p ® V p una subalgebra resonante de = S ® 0, tal que para cada sub- 

conjunto S p , Os G S p . Entonces, la descomposicion S p = S p U S p con S p = {Os} 
y S p = S p — {Os} satisface las condiciones ecs. H4.23\ ) y H4-24\) y por lo tanto, 
|0r| corresponde a un algebra reducida de 0r ; la cual sera llamada algebra 
0#-reducida de 0r. 

Demostracion. La descomposicion S p = S P US P con S p = {Os} y S p = S p — {0s} 
satisface la condition ec. (14.231) por construction, y dado que {Os} x S p = {Os} , 
tenemos que ec. ( 14.241) se satisface en forma automatica. Por lo tanto, de acuerdo 
al teorema [29l tenemos que se cumple 



0r,0r 



C0 R , 



con R = pG/ (S p - {Os}) ® V p y R = {0 S } ® g, y por lo tanto, |0 R | corres- 
ponde a un algebra de Lie reducida. ■ 
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4.3. Expansion en formas de Maurer— Cartan y 
Sf'-Expansion 

4.3.1. Expansion en formas de MC: Concepto general. 

La expansion en formas de Maurer-Cartan es un poderoso procedimiento, 
que destaca en contraste con procedimientos como la contraction, deformation 
y extension de algebras por aumentar el numero de generadores del algebra de 
Lie. Muy brevemente, el procedimiento consiste en describir el algebra de Lie 
a traves de las formas de Maurer-Cartan a+ definidas sobre la variedad del 
grupo G [ec. ( 12.71) ]. Sobre la variedad del grupo, se consideran las coordenadas 
{g A } d ™i • De entre ellas, se debe de escojer un subconjunto {g 1 } y reescalar 
estas a traves de un factor arbitrario A, 

Ahora, se debe considerar la forma de Maurer-Cartan a + = g~ l d G g con g = 
exp (g A TA) , y expandirla como una serie en el parametro A. Finalmente, esta 
serie debe de ser truncada de una forma que asegure el cierre de las ecuaciones 
de estructura, ec. (12.71) . El procedimiento esbozado es en general altamente no 
trivial, especialmente el proceso de truncamiento, el cual toma distintas formas 
para distintas estructuras del algebra de Lie original q. El tema ha sido analizado 
en detalle por de Azcarraga and Izquierdo en Ref. [19] y por de Azcarraga, 
Izquierdo, Picon and Varela en Ref. [22] . 

El caso mas sencillo dentro de este procedimiento es cuando el algebra de Lie g 
no tiene ninguna estructura en particular. En este caso, el Teorema 1 de Ref. [22] 
muestra que las constantes de estructura del algebra expandida corresponden a 

r (c,k) _ j 0, con i + j ^ k ( , 

°(^)(^) " \ C AB C : con i + j = k ' [ ^ ) 

donde los parametros z, j, k = 0, . . . , N corresponden a ordenes en la expansion 
en serie, y corresponde al orden de truncamiento. 

Estas constantes de estructura pueden ser reobtenidas en el contexto de S- 
expansiones para una election particular de semigrupo, al que bautizaremos como 
y aplicando 0#-reducti6n. 

4.3.2. iS^-Expansion: Caso general. 
Definicion 31 Definamos como el semigrupo de elementos 

S ( E N) = {A«, ol = 0, . . . , N + 1} , (4.30) 
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H n (x) 



n 



Figura 4.1: La funcion H n {x) 



provisto con la regla de multiplication 



H N +!(a+P), 



en donde H^+i corresponde a la funcion 

H n (x) = 



x, cuando x < n, 
n, cuando x > n. 



Los 2-selectores de corresponden a 



K 7 — P 



(4.31) 



donde 5? es la delta de Kronecker. De ec. h4.31\) , tenemos que A^+i corresponde 
al elemento cero de \n+i = O5. 

A partir de ec. (14.91) . tenemos que las constantes de estructura para el algebra 
5^-expandida corresponden a 

C (P>i) _ X7 r< C 

^(A,a)(B,P) ~ H N+1 (a+f3)^AB > 

en donde a, /?, 7 = 0, . . . , N+ 1. Cuando se impone la condition de 0#-reducci6n, 
X n+ iTa = 0, las constantes de estructura toman la forma 

c ( c ' fc ) — x k r c 

^(A,i)(B,j) ~ °i+j^AB j 



lo que reproduce exactamente las constantes de estructura ec. ( 14.291) . 

Asi, la expansion general en formas de Maurer-Cartan para un algebra g, con 
orden de truncamiento AT, coincide precisamente con el 0#-reducci6n del algebra 
S^-expandida ® q. 
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Esta coincidencia se debe a que la ley de multiplication del semigrupo 
reproduce el algebra de las potencias de una serie con orden de truncamiento N. 
En efecto, en una serie en el parametro A se tiene que 

mientras que el truncamiento de la serie se impone como la condition 

X a = cuando a > N. 
Puesto que una expansion en serie de la forma de Maurer-Cartan, 

a 

puede ser tambien re-escrita como 

a 

con T(A,a) — A a T^, la coincidencia en las constantes de estructura entregadas 
por ambos procedimientos parece natural. 

Sin embargo, se puede ir mucho mas lejos en esta analogia utilizando los teo- 
remas de subalgebra resonante y reduction resonante. En efecto, a continuation, 
algunos de los resultados presentados en el contexto de expansiones de MC en 
Ref. [22] para distintas estructuras de g son reobtenidos como subalgebras reso- 
nantes de ®0 con (^-reduction o reduction resonante (como es por ejemplo 
el caso de la contraction de Inonii-Wigner generalizada) . 



4.3.3. Caso cuando g = Vq Vi, siendo Vo una Subalgebra 
y V\ un Coseto Simetrico. 

Sea g = Vq © V\ una descomposicion en subespacios de g, tal que se cumple 



[Vo,V ]cV , 
[VuV^cVo. 



(4.32) 
(4.33) 
(4.34) 



Consideremos <g> 0. Una descomposicion resonante de S^' = So U Si, 



(JV) 



viene dada po: 
So 

Si 



^2m, with m = 0, . . . 
A 2 m+i, with m = 0, . 



N' 
~2 



N- 1 



U {Ajv+i} 



(4.35) 
(4.36) 



4 Aqui [x] denota la parte entera de x. 



4.3. EXPANSION EN FORM AS DE MC Y -EXPANSION 
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En efecto, esta descomposicion satisface la condicion ec. (14.191) . la cual para 
este caso corresponde explicitamente a 



So x Sq C So, 

50 x S 1 c S u 

51 x S-i c 5 . 



(4.37) 
(4.38) 
(4.39) 



[Comparese ecs. (ESI) -(533) y (g3Z|)-(ESnD con ecs. flUED y flEED] Asi, de 
acuerdo al teorema 1271 tenemos que 



R = WbeWi, 



(4.40) 



con 



Wo = So ® Vb, 
Wx = S' 1 <g>V 1 , 



(4.41) 
(4.42) 



es una subalgebra resonante de 0. 

Para escribir las constantes de estructura, basta con recurrir a ec. (14.221) . la 
cual para este caso especffico toma la forma 



C,„ „. Wfc „ , (Cr ' 7r) = £X r .. , a )C a b Cr con <( tKp, /?„, 7 P = 2m + p, 



(a p ,a p )(b q ,(3 q ) 



H N +i(a P +Pq) 



p,q = 0, 1 
m = 0,...,[V] 



iV-p l iV+l-p 
' 2 



Las constantes de estructura para el algebra Os-reducida de 0r [vease coro- 
lario [301 v ec. (14.281) ] corresponden a 



(a p ,a p )(b q ,0 q ) 



p,q = 0, 1 



771 



En el contexto de expansiones de MC, estas constantes de estructura corres- 
ponden en la notacion de Ref. [22j a las del algebra Q (Nq,Ni) (ec. (3.31) en 
Ref. [22]) para el caso de coseto simetrico, con 



N 


= 2 


"TV" 

~2 






= 2 


"TV 


- 1 


2 



+ 1. 



Para tener una idea mas intuitiva del procedimiento de S- Expansion, subalge- 
bra resonante y 0#-reducci6n, resulta de mucha ayuda un diagrama como el de 
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Elementos del 
Semigrupo 



Elementos del 
Semigrupo 



Elementos del 
Semigrupo 



i 




i 






i 


i 


A 4 






A 4 






A 4 






A 3 






A 3 






A 3 






A 2 






A 2 






A 2 






Ai 






Ai 






Ai 






A 






A 






A 








V 




Subespacios 


V 




Subespacios 


^0 





(a) 



(b) 



(3) 

Fi gura 4.2: S E -expansion del algebra q — Vo © Vi, siendo Vo una subalgebra 
y Vi un coseto simetrico. (a) La region coloreada corresponde al algebra S$p- 
expandida completa, = ® 0. (b) La region destacada corresponde a la 
subalgebra resonante 0r. (c) La region naranja muestra ahora el 0#-reducci6n 
de la subalgebra resonante 0r. 



4.3. EXPANSION EN FORM AS DE MC Y S^ ] -EXPANSION 
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la Fig. I4.2L Este diagrama corresponde precisamente al caso que acabamos de 
analizar, para la eleccion S = S^ . 

Los subespacios de a estan representados en ele eje horizontal, mientras que 
los elementos de S^ lo estan en el eje vertical. Asi, el algebra S^ -expandida 
completa, S% ; ®0 corresponde a la region sombreada Fig. 14. 21 (a). En Fig. 14. 21 (6). 
la region gris representa la subalgebra resonante 0r = Wo © W\ con 

50 = {A ,A 2 ,A 4 }, (4.43) 

5 1 = {\ ll \ 3l \ 4 }. (4.44) 

Cada columna en el diagrama corresponde a cada uno de los subespacios 
W p . Fig. 14.21 (c) representa el algebra 0#-reducida, obtenida imponiendo 0r = 
{A4} ® = . Asi, Fig. 14.21 (c) corresponde al algebra Q (AT , N\). 

Es evidente que el caso N — 1, 0r = {A 2 }®0 = O reproduce la contraction 
de Inonii-Wigner para q — Vq © V\. Mas sobre contracciones de Inonu-Wigner 
y contracciones generalizadas sera consider ado en sec. 14.3.41 

4.3.4. Caso cuando g satisface las condiciones de Weimar- 
Woods. 

Sea g = ©™ =0 Vp una descomposicion en subespacios de 0. En terminos de 
ella, las condiciones de Weimar- Woods (Refs. [66], [66]) corresponden a 

[V P ,V q ]c V r . (4.45) 

r=0 

La descomposicion en subconjuntos 

4" } = (jS P (4.46) 

p=0 

con 

S p = {A ap , tal que a p = p, . . . , N + 1} N +l>n (4.47) 
esta en resonancia con ec. (14.451) . pues satisface 

H n (p+q) 

S p x S q = S Hn(p+q) C H S r . (4.48) 

r=0 



[comparese ecs. IjOSjl y (jOSli con ecs. (OBI) y (jOSI) 
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Asf, del teorema [271 tenemos que 



©R = 0^ (4-49) 

p=0 



con 



W p = S p <g> 



es una subalgebra resonante de 0. 

Usando ec. (14.221) . se tienen las siguientes constantes de estructura para la 
subalgebra resonante 

Q (Cr,7r) ^7r Q C r J Pi Q •> T = , . . . , U 



(a p ,a p )(b q ,p q ) U H N+1 (a p +(3 q )^a p b q COn ^ Q, p? ^ = _p ? . . . ? JV + 1 

Al imponer 0#-reducci6n, se tiene 

n (Cr»7r) _ T7r iOf C r f T = 0, . . . , 71 f/L ^fh 

Esta algebra 0#-reducida corresponde al caso (7V , . . . , N n ) del Teorema 3 
de Ref. [22j con N p = N para todo p — 0, . . . , n. Las constantes de estructura 
ec. (14.501) corresponden a las de ec. (4.8) en Ref. [22]. El caso mas tambien 
puede ser obtenido en el context o de 5-expansiones, pero a t raves de reduccion 
resonante (Teorema 1291) . En efecto, particionemos cada subconjunto S p de la 
forma 

S p = {\ ap , tal que a p = p, . . . , N p ] , (4.51) 
S P = {K p , tal que a p = N p + 1, . . . , JV + 1} . (4.52) 

Esta particion satisface por construction la condicion ec. (14.231) : en el apendi- 
ceOse demuestra que la condicion ec. (14.241) sobre ecs. (14.51 1) — (14 .521) es equiva- 
lente a requerir sobre las constantes N p s: 

N ^ = { N H'i(N r + l)- < 4 ' 53) 

Esta condicion corresponde a la de Teorema 3 de Ref. [22j . 

En el contexto de 5-expansiones el caso N p +i = N p = N + 1 para todo p 
corresponde a una subalgebra resonante, el caso N p +i = N p = N al 0#-reducci6n, 
y los rest antes a reduccion resonante. La contraction de Inonii-Wigner genera- 
lizada corresponde al caso N p = p, y por lo tanto, corresponde a un reduccion 
resonante (Compare con Ref. [22]). Fig. 14.31 muestra la subalgebra resonante, 
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Elementos del 
Semigrupo 



Elementos del 
Semigrupo 



Elementos del 
Semigrupo 



A 5 
A 4 
A 3 
A 2 
Ai 
A 
































































A 5 
A 4 
A 3 
A 2 
Ai 
A 



A 5 
A 4 
As 
A 2 
Ai 
A 



Vb V\ V 2 V 3 V A Subesps. 

(a) 



V Vi V 2 V 3 V A Subesps. 

(b) 



Vq Vi V 2 V 3 V a Subesps. 

(c) 



Figura 4.3: (a) S^-subalgebra resonante cuando q = Vb © V\ © V2 © V3 © V4 
satisface las condiciones de Weimar- Woods y (6) Un posible reduction de la 
subalgebra resonante, con N = 2, N\ — 3, N 2 = 3, = 4, = 5. (c) 
Contraction de Inonii-Wigner generalizada, correspondiente a un reduction re- 
sonante con N p = p, p = 0, 1, 2, 3, 4. 



un reduction resonante y la contraction de Inonii-Wigner con la election de 

c (4) 

semigrupo . 

Hemos hecho fuerte incapie en si un algebra corresponde a una subalgebra 
resonante, un 0#-reducci6n o un reduction resonante, pues esto sera de vital 
importancia a la hora de escribir tensores invariantes para el algebra correspon- 
diente (Vease Sec. 14.51) 



4.3.5. Caso cuando g = Vq V\ V2 es una superalgebra 



Una superalgebra q esta dividida naturalmente en tres subespacios, g — Vb© 
V\ © V2 en donde Vb © V2 corresponde al sector bosonico y V\ al fermionico, 
siendo Vb una subalgebra por si mismo. Especificamente, 1 estructura de una 



92 



CAPITULO 4. ALGEBRAS DE LIE Y SEMIGRUPOS ABELIANOS 



superalgebra puede ser escrita como 

[Vo,V ] GVo, 

[V ,V 2 ]CV 2 , 
[V U V 1 ]CV ®V 2 , 

[v 2 ,v 2 ]cv ev 2 . 

La descomposicion en subconjuntos = So U S\ U S 2 con 

' N — p 



(4.54) 
(4.55) 
(4.56) 
(4.57) 
(4.58) 
(4.59) 



A 



2m-\-p 



, con m — 0, . . . , 



U{A,v +1 }, p = 0,l,2. (4.60) 



es una descomposicion resonante, pues satisface 

So x So C So, 
So x 5i C S 1 , 

50 x S2 C S2, 

51 x Si a Sq n S2, 

^ x 5 2 C S-i, 

5 2 x 5 2 c S n S 2 . 



(4.61) 
(4.62) 
(4.63) 
(4.64) 
(4.65) 
(4.66) 



[compare ecs. (Oljl - flPfij ) con ecs. fl4T5l) - fl4T59D ; 

Asi, de acuerdo al Teorema tenemos que (J5r = Wo ffi Wi © W2, con 
W p = <Sp©l / p?P = 0,l,2, es una subalgebra resonante. 

Las constantes de estructura ec. (14.221) . corresponden en este caso a 

p,q,r = 0, 1,2, 

C '(a p ,a p )( 6q) ^) (Cr ' 7r) = ^ +1 (a p+ 0/a p() ; r COU <J a p , 7p = 2m + p. 



m 



iV-p l iV+l-p 



(4.67) 

Una vez aplicado el 0#-reducci6n, R = {A^+i} ® = 0, las constantes de 
estructura corresponden a 



(a p ,a p )(b q ,P q ) 



(Cr,7r) 



p,g,r = 0,1,2, 



rn 



= o,.. 



(4.68) 



Esta algebra O^-reducida corresponde al algebra (7V , iVi, iV 2 ) del Teorema 5 
de Ref. [22j, con 

"TV - p" 

iV„ = 2 — ^ +p, p = 0,l,2 
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Figura 4.4: (a) El area coloreada corresponde a una subalgebra resonante de 
= Sjp ® cuando q es una superalgebra. (6) La region naranja muestra el 
Os'-reduccion de la subalgebra resonante 0r. Este corresponde a C/(2, 3, 2) en el 
contexto de Ref. [22] . 
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Las constantes de estructura ec. (14.681) corresponden a las de ec. (5.6) de Ref. |22j. 

La Fig. 14.41 (a) muestra la subalgebra resonante de <S> 0, y Fig. 14.41 (6), 
corresponde a su Os-reduccion. 



4.4. S*-Expansiones de osp (32|i) y Superalgebras 

en D = 11 

Hasta ahora hemos analizado el procedimiento de ^-Expansion y su rela- 
tion con la Expansion en formas de Maurer-Cartan en forma completamente 
abstracta y general. Ahora, procederemos aplicar las herramientas matemati- 
cas construidas para estudiar superalgebras en 11 dimensiones, y en particular, 
observaremos como es posible recuperar el Algebra M dentro del esquema de 
las 5-expansiones. Como veremos a continuation, dentro del esquema de las 
5-expansiones, el Algebra M corresponde a un caso particular dentro de una 
familia de algebras, todas las cuales se originan como distintas 5-expansiones de 
osp (32|i) , y que comparten distintas caracteristicas con el Algebra M. Por otra 
parte, una de las grandes ventajas del procedimiento de 5-Expansiones es que 
este entrega en forma automatica un tensor invariante para el algebra (Vease 
Sec. 14.51) . ingrediente clave en la construction de un lagrangeano de Chern- 
Simons o de Transgresion. 

En las secciones subsiguientes reobtendremos el Algebra M (Ver Refs. [581123] ) 
como un 0#-reducci6n (por lo que se vuelve interesante considerar la subalgebra 
resonante a partir de la cual esta proviene) , y obtendremos un algebra similar a 
las de D'Auria-Fre [T7j utilizando S = con = 2 y = 3, respect ivamente. 
Como un ejemplo de una ^-expansion S ^ consideraremos S = Z4, con 

lo que se obtiene un algebra que es similar en algunos aspectos al Algebra M, 
05p (32 1 1) ® osp (32 1 1) y las superalgebras de D'Auria-Fre. 

El punto de partida sera siempre el algebra ortosimplectica en D = 11, 
osp (32|i) . Consideraremos como base para el algebra {P a , J a ^, Z^^^ Q} , don- 
de {P a , J^} corresponden a los gener adores de AdS, Z^^e corresponde a un 
tensor de Lorentz completamete antisimetrico de 5 indices y Q es una carga es- 
pinorial de Majorana con 32 componentes. Las relaciones de (anti)conmutacion 
del algebra osp (32(1) son explicitamente 

[Pa, Pb] = Jab, 
[Jab,Pc] = Vce^tbPd, 
[Jab, Jed] = Vgh52 5 cdJef' 
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[Pa, Zbi-b 5 ] =—-^£abi-b 5 cv-c 5 Z Cl ' C5 , (4.69) 

[J a \ Z C1 ... C5 ] = \f^Z\ x ... eV (4.70) 



\ 70,1—0,5 7 i 7 1 _ ri [ai---a 5 ][ci---c 5 ] pe . xai---a 5 e jd _■_ 

' Xai"-a5C4C5C6 [ciC2C3][did2d3] ^C7---Cii //j 71 > 

3!3!5! C1 "' C11 °did2d 3 b 1 -b 5 r l * j r i -' 1 J 



[^Q] = ~r a Q, (4.72) 
[Ja6,Q] = -^r a6 Q, (4.73) 

[^afcdoQ] = —-^abcdeQ, (4.74) 

en donde T a corresponde a las matrices de Dirac en D — 11. 
Antes de proceder con la ^-Expansion, debemos dividir osp (32|i) en subes- 
pacios, 

osp (32|1) = V ®V 1 ®V 2 . 

En este caso, Vo correspondera a la subalgebra de Lorentz (generada por J a b), 
V\ correspondera al subespacio fermionico (generado por Q) y V2 a los "boosts" 
de AdS y a la M5-brana (generado por P a y Z abc( i e ). 

Asi, esta separation en subespacios tiene precisamente la forma dada en 
ecs. (14.541) — (14.591) . lo que se puede chequear en forma directa. 



4.4.1. Algebra M 

Dado que el Algebra M puede ser obtenida a partir de osp(32|i) a traves 
de una expansion en formas de MC (Vease Refs. [22J, [23]), entonces es posible 
reobtenerla tambien dentro del contexto de 5-expansiones. Para ello, se debe 
escoger Sjp = {A , Ai, A 2 , A 3 } , utilizar la partition resonante ec. (14.601) . y aplicar 
Os'-reduccion, {A 3 } ® osp (32|i) = 0, o lo que es equivalente, reemplazar las 
constantes de estructura de osp (32] 1) en ec. (14.681) . 

Por simplicidad, re-etiquetemos los gener adores del algebra como J ab = 

J(ab,0)i Qa = Q(a,l)j %ab = J(ab,2)i Pa = P(a,2) , Z abcde = Z( abcde ^), tal COlllO 



96 



CAPITULO 4. ALGEBRAS DE LIE Y SEMIGRUPOS ABELIANOS 



Elementos del 
Semigrupo 

A 



A 3 
A 2 
Ai 
A 



Elementos del 
Semigrupo 

A 




























Vo V\ V2 Subes P aci0S 
(a) 



A3 
A 2 
Ai 
A 













^ abode 
Pa 




Q 




Jab 







Vo Vi V2 Subes P aci0S 
(b) 



Figura 4.5: El Algebra M en el contexto de 5-Expansiones. (a) La region colo- 
reada corresponde a una subalgebra resonante de = Sjjp ® osp (32 1 1) . (b) El 
Algebra M (area embaldosada) obtenida como un 0#-reducci6n de la subalgebra 
resonante. 
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se muestra en la Fig. 14.51 El algebra resultante es de la forma 

[P a ,P b ]=0, 

[Jab, P c] = Vce^itPd, 
[Jab, Jed] = VghS e a ^cd J ef- 



T Tab ry 1 zab f rye 

[J ,Z cd \ =8 e J 1 Z f , 
\z ab Z„J = 

[Pa, Zb!-b 5 ] = 0, 


(4.75) 
(4.77) 


r -m-nht r—w "1 r-nhtP-i •••Pa r—w A 

[J ,Z/ Cl ... C5 j - — } dci ... C5 Zj ei ... e4 , 

[Z a6 , Z Cl ... C5 ] = 0, 

;z" : -"\z,„..,,; 0. 


(4.78) 

(4.79) 
(4.80) 


[P«,Q]=0, 


(4.81) 


[«^ai» Q] = —-j^abQ, 


(4.82) 


[Zab, Q] = 0, 
[Zabcde, Q] = 0, 


(4.83) 
(4.84) 



{Q,Q} = I (r ap a - \r ab z ah + ^r abcde z abcde j 

Notese que el rol jgado por el 0#-reducci6n ha sido el de abelianizar sectores 
de la subalgebra resonant e. 

4.4.2. Algebra estilo D'Auria-Fre 

El ejemplo anterior hizo uso de la eleccion de semigrupo Sjp = {A , Ai, A 2 , A 3 }. 
Para ver como cambia el resultado final escogiendo un semigrupo ligeramente 
distinto, consideremos = {A , Ai, A 2 , A 3 , A4} , y procedamos de la misma for- 
ma como lo hicimos con el Algebra M (i.e., buscando la subalgebra resonante y 
luego 0#-reduciendola) . 

El resultado es un algebra en el "estilo" de las de D'Auria-Fre, la cual di- 
fiere de las presentadas en Ref. [TTj pero que posee el mismo numero y tipo 
de conmut adores, valuados en los mismos subespacios. Asi mismo, las relacio- 
nes de conmutacion nulas son las mismas. Re-etiquetando los generadores de la 

forma J a b = J( a b,0)i Qa = Q(a,l)j %ab = J(ab,2)i Pa = P(a,2) , ^abede = Z{abcde$), 

Q'a = Q(a,3)j es posible encontrar la estructura mostrada en Fig. 14.61 
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Figura 4.6: Una superalgebra similar a las D'Auria-Fre en el contexto de S- 
Expansiones. (a) La region embaldosada corresponde a una subalgebra resonante 
de = ® 05p(32|l). (6) Una superalgebra similar a las de D'Auria and 
Fre (Ref. [TTj ) es obtenida a traves del O^-reduccion de la subalgebra resonante. 
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Las relaciones de anticonmutacion, las cuales se pueden obtener en forma 
direct a de ec. (14.681) son muy similares a aquellas del Algebra M. Solo difieren 
las relaciones 

[P a ,Q] = -\r a Q f 1 (4.85) 
[Z ab ,Q] = -\?a h Q f , (4.86) 

[ZabcdoQ] = —^abcdeQ (4.87) 

y se deben de agregar las relaciones que involucran al nuevo generador fermionico 
Q', las cuales son 

[P a ,Q'}=0, (4.88) 
[Z ab ,Q'}=0, (4.89) 

[ZabcdeiQ'] =0, (4.90) 

{Q,Q'} = 0, (4.91) 
{Q',Q'} = 0, (4.92) 

[Ja b ,Q'] = -\Va b Q'. (4.93) 

El generador fermionico extra Q f anticonmuta con todos los generadores 
del algebra except o con los de Lorentz, lo que result a natural consider ando su 
caracter espinorial. 

4.4.3. Algebra de la 5 Brana 

Consideremos nuevamente el algebra resonante que dio origen al Algebra M 
en Sec. 14.4. ll v busquemos un reduction resonante de ella. La partition resonante 
en ese caso correspondio a sjp — So U S\ U S2 con 

-So = {Ao,A 2 ,A 3 }, (4.94) 
^i = {Ai,A 3 }, (4.95) 
S 2 = {A 2 ,A 3 }. (4.96) 

Observemos que la partition de los subconjuntos S p , S p = S p U S p , 

5 = {X }, S = {\ 2 ,\ 3 }, (4.97) 

51 = {Xi}, £i = {A 3 }, (4.98) 
^2 = {A 2 }, S 2 = {\ 3 }. (4.99) 
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Figura 4.7: (a) Subalgebra resonante < 
de la 5-brana como reduccion resonante 
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® 05p (32 1 1) . (6) La superalgebra 



satisface las condiciones ecs. (14.231) - (14.241) . pues en efecto, tenemos que 

So x Sq C So, 
Sq x Si C Si, 

50 x S2 C S2, 

51 x 5i c S n 4, 
Si x £ 2 c S-i, 
5 2 x5 2 c5 n S 2 , 

[Compare con ecs. (l4TfTB - (l4To6l) y ^M) - <^M) ' . 

El reduccion resonante del algebra es representado en forma explfcita en 
Fig. 14.71 y de ec. (14.281) podemos obtener las constantes de estructura para este 
caso, con lo que obtenemos 

[Pa,Pb]=0, 
[Jab, Pc] = Vce$abPd, 
[Jab, Jed] = Vgh5 e a b S cd J ef- 
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[P a ,Z hl ... h5 ]=0, (4.100) 

[^.^-J=^C^ Z,, ei-e4. ( 4 - 101 ) 

[Z ai - as ,Z 6l ... 6s ] = 0, (4.102) 

[Pa,Q] = 0, (4.103) 

[Jab,Q] = -\TabQ, (4.104) 
[Z a6ccfe ,Q] =0, (4.105) 

Esta es la Superalgebra de la 5 Brana (Ver Refs. [641 H5] ) 

4.4.4. Subalgebra Resonante de Z 4 osp (32] 1) 

Hasta ahora, todas los ejemplos explicitos construidos han usado como se- 
migrupo a Ahora, por mera curiosidad, vamos a experimentar con otra 

alternativa. Una eleccion interesante es la de grupos abelianos discretos. Esta es 
especialmente sencilla, pues un grupo no-trivial no tiene elemento 0#; por lo tan- 
to, no es posible aplicar 0#-reducci6n. Entre los grupos abelianos, la alternativa 
mas cercana a consiste en los grupos ciclicos Z N , tal como se puede ver al 
considerar sus respectivas leyes de multiplication, las cuales son muy similare^E 

: X a X(3 = \ HN+1 (a+f3) (4.106) 
Z N : \ a \p = A modiV ( a+/ 3). (4.107) 

Para este ejemplo en particular, se escogio el grupo ciclico Z 4 , porque para 
el caso de super algebras, este es el ejemplo no-trivial mas simple. El caso Z 2 es 
trivial [la subalgebra resonante es osp (32|i) misma], y Z 3 parece no tener una 
particion resonante. Es importante recordar que dado que ya que estamos usando 
un semigrupo distinto de , el algebra que obtendremos no corresponde a una 
expansion en formas de Maurer-Cartan. 

Dada una superalgebra g = Vq © V\ © V2 con la estructura ec. (14.541) - 
( 14.591) . una particion resonante [i.e., que satisface ecs.( l4.61l )- (l4.66l) ] de Z 4 = 
{A , Ai, A 2 , A 3 } es dada por 

50 = {A ,A 2 }, (4.108) 

51 = {Ai, A 3 } , (4.109) 

5 2 = {A ,A 2 }. (4.110) 



5 Observese asi mismo la similitud entre las funciones modAr y iJjv+i- 
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Figura 4.9: Nueva superalgebra en d — 11, la cual comparte algunas caractensti- 
cas con el Algebra M y las superalgebras de D'Auria-Fre, obtenida directamente 
como un reduction resonante de Z 4 ® 05p (32 1 1) . 



Para no recargar la notation, re-etiquetemos los generadores como = 

J(ab,0): Z ai -a 5 = ^(ai-a 5 ,0)j Pa = P(a,0) : Qa = Q(a,l)j %ab = J(ab,2) : ^0 1-05 = 

^(ai-a 5 ,2), i^a = -P(a,2) and Q a = Q( a ,3) 5 tal como se muestra en Fig. [491 

La correspondiente subalgebra resonante puede ser escrita facilmente reem- 

plazando las constantes de estructura de osp (32|i) en ec. ( 14.221) : aqui solo mos- 

traremos algunos de los sectores que parecen mas interesantes. 

Una de las caractensticas mas interesantes de esta algebra es que ambos 

generadores fermionicos, Q y Q', tienen anticonmut adores que coinciden con 

aquellos del Algebra M, 

{<?', 0'} = {Q, Q} = \ (r a P a - ^r 6 z a6 + ^r abcde z abcde 

Una caracteristica "exrtana" de esta algebra es que posee dos generadores 
de " AdS-boosts" para la misma algebra de Lorentz, 

[Pa, Pb] = Jab: [P^ Pb\ = Job: 

[J abl P c ] = VceS^Pd, [Jab^p = VceS^ 

[Jab: Jed] =Vgh5 € J ) 5cdJef- 
[Pa: Pb\ = %ab- 



(4.111) 
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Las 'cargas' Z ab , Z ai ... a5 , Z' ah y Z' son tensores de Lorentz, pero ya no 
son mas "centrales" (no son abelianas) 

[Z° fc ,Z cd ] =8%r f , (4.112) 

[z a ^\z bl ... H ] = [z'^- a \z' bi ... H ] 

= '/"-" ; ' : ' •,,..,,/„.../,„ i j " + s2;:x e J d e + 

^ zai---a 5 C4C 5 CQ [cic 2 c 3 ] [di^^] ytc-j--c\\ (a iiq\ 

3!3!5! C1 "' C11 d^d^-b^l ^ ^ • ^.iio; 

En conmutadores involucrando un generador fermionico, esta superalgebra 
tiene alguna similitud con la D'Auria-Fre; asi, los conmutadores entre los gene- 
radores P a , Z ai ... a5 y un generador fermionico Q estan valuados en Q\ pero 
sin embargo, su conmutador con Q' esta valuado en Q en vez de anularse. 

4.5. Tensores Invariant es para Algebras 
A^-Expandidas 

Encontrar todos los tensores invariantes para un algebra no semisimple ha 
permanecido como un problema abierto hasta ahora. Esto no solo desde un punto 
de vista matematico, sino tambien desde el punto de vista de la fisica, pues el 
tensor invariante es el ingrediente clave en la construccion de un lagrangeano de 
Chern-Simons o Transgresor. En general, distintas elecciones de tensor invariante 
dan origen a teorias con dinamicas completamente diferentes. 

Sin embargo, la supertraza siempre provee de un tensor invariante. Esta a dis- 
ponibilidad inmediata" hace de la supertraza la eleccion mas popular en la lite- 
ratura. Sin embargo, este procedimiento presenta importantes limitaciones en el 
caso de las 5-expansiones, y por lo tanto, se vuelve fundamental buscar tensores 
invariantes distintos de la traza para este tipo algebras. 

Estos tensores invariantes distintos de la supertraza, seran entregados a traves 
de la siguiente serie de teoremas: 

Teorema 32 Sea S un semigrupo abeliano, q un algebra de Lie de base {Ta},V 
sea \Ta 1 • • 'Ta u \ un tensor invariante para q. Entonces, la expresion 

\T( Al ,a 1 ) • • -T(A n ,a n ) \ = a i K ^-a^ \ T A 1 ' " T An \ (4.114) 

siendo a 7 constantes arbitrarias y i^...^ 7 el n-selector de S, corresponde a un 
tensor invariante para el Algebra S-Expandida = S ® 0. 
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Demostracion. Sea 

y(p) __ /_i \q(Ao,ao)(q(Ai,ai)H hq(A p _i,a p _i)) 

(AojOko) — v / 

X ^(A ,a )(A p ,ap) I^Ui^i) ' ' • • -T (An5an )| 

Utilizando la expresion para las constantes de estructura ec. ( 14.91) . el hecho 
de que q (A, a) = q (A) y ec. (14.1141) . tenemos que 

v(p) = ry K 7 X (p) 

A (Ao,ao)-(A n ,Q n ) ^7 xv a "-«n Ao---A n ' 

en donde X^...^ viene dado por ec. (12.271) . Dado que |T^ 1 • • • T^J es un tensor 
invariante para g, satisface ec. ( 12.261) . y asi, 

n n 
E X S,a )...(A„,a„) = ^WE^U = °" ( 4 - 115 ) 

Por l o tan to, |T (Aljai ) • • -T(A n ,a n )| = a 7 # ai ... an 7 |T Al • • -T A J tambien satis- 
face ec. ( 12.261) . y por lo tanto, es un tensor invariante para = S ® 0. ■ 

Corolario 33 Sea 0r una subdlgebra resonante de = S ® g ; siendo q = 
(B P ei ^ a subdivision en subespacios de g y S = [j peI S p la correspondiente 
des composition resonante de S. Entonces, 



^K« p1 .-*1\Ta p1 ---T a J (4.116) 



es un tensor invariante para 0r, con a p tal que X ap e S p y siendo {Ta p } los 
generadores de V p . 

Demostracion. Dado un tensor invariante para un algebra, sus componentes 
valuadas en una subalgebra siempre forman un tensor invariante para esta [como 
es sencillo verificar por simple inspection de ec. (12.261) ]. Sin embargo, en general 
estas componentes del tensor invariante pudieran anularse identicamente. En el 
caso de la subalgebra resonante, esto nunca sucede (provistos que todos los a 7 
son no nulos). En efecto, dado que S es cerrado bajo el producto, para cada 
election de a pi , . . . , a Pn siempre existe un valor de 7 tal que AT a ... apn 7 = 1, y 
por lo tanto, el tensor invariante ec. (14.1161) es no nulo. ■ 

Resulta interesante comparar estos tensores con la supertraza. Para cons- 

truirla, consideremos los generadores |[T^] a 6 | en alguna representation ma- 

tricial de g, y los elementos del semigrupo en la representation dada por los 
2-selectores [ec. ( 14.31) ]. 
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Entonces, esto induce en forma natural una representacion matricial para los 
generadores del algebra S'-expandida, de la forma 

[^)] (a;M) (M = [A.];[T A ] a 6 . (4.117) 

Cuando los generadores de q se encuentran en la representacion adjunta, 
entonces la representacion matricial dada por ec. (14.1171) corresponde tambien a 
la representacion adjunta del algebra S'-expandida. Calculando la supertraza en 
esta representacion, tenemos 

STY (T {Auai) ■ ■ ■ T(A n ,a n )) = K iai ... an -r Sir (T Al • • -T An ) , (4.118) 

en donde hemos usado STr para la supertraza en los generadores T(A,a) Y Str 
para la supertraza en los generadores T A . 

La supertraza corresponde a un caso particular de la expresion 

M 

\T {Al , ai) ■ ■ ■ T(A n ,a n ) | = £ <^ mK h-P ma ,-J \ T a, ---TaJ, (4.119) 

m=0 

(siendo M el numero de elementos de S) la cual tambien corresponde a un tensor 
invariante de = S®g, en donde hemos escogido como unica constante a^ 1 "'^ m 
no nula una delta de Kronecker, 

|T(A l5Q;i ) • • • T( An ^ an ) | = S^K paimmman 7 \T Al • • • T An | . 

Pese a que el tensor invariante ec. (14.1191) parece mas general que el de 
ec. ( 14.1141) . en realidad este no es el caso. Usando solo la asocitividad y cie- 
rre del producto del semigrupo, es directo probar que es siempre posible reducir 
ec. ( 14.1191) en ec. (14.1141) . el cual es de esta forma el tensor invariante "fundamen- 
tal" . Por consiguiente, asi mismo la supertraza corresponde a un caso particular 
de ec. ( 14.1141) . para una election particular de las constantes a 7 . 

Para algebras expandidas y sus subalgebras resonantes, pese a que la super- 
traza corresponde a un caso particular de ec. (14.1141) 6 ec. (14.1161) . igualmente 
permite construir lagrangeanos de Chern-Simons o Transgresion bien compor- 
tados. Este no sera el caso cuando hay 0#-reducci6n, tal como veremos despues. 
Debemos recordar que un algebra reducida no es una subalgebra de S ® 0, y por 
lo tanto, en general las respectivas componentes de ec. (14.1141) no corresponden a 
un tensor invariante para ella. Para el caso de algebras 0#-reducidas, el siguiente 
teorema y su corolario proveen con una solution: 

Teorema 34 Sea S un semigrupo abeliano de elementos no nulos A^, i — 0, . . . , TV, 
y \n+i = 0#. Sea q un algebra de Lie de base y sea \T Al • • • T An \ un tensor 

invariante para g. Entonces, la expresion 



(4.120) 
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con aj constantes arbitrarias, corresponde a un tensor invariante para el algebra 
Os-reducida. 

Demostracion. Este teorema puede ser visto como un corolario de Teorema l32l 
En efecto, considerando la componente i • • -i n) de ec. ( 14.1151) . y escribiendola 
en forma explicita, tenemos que para el Algebra 5-Expandida se cumple que 

n 

^_^ c l( A o^o)(q(Ai,u)+"-+q(A p _i,i p _i)) ^ 

X ( K ioi P kC A Ap a J K i 1 ...i p _ 1 ki p+1 ---in \ Ta i ' ' ' T p-1 T bT p+1 • • • T An | + 
+ K ioi p N ^ 1C A A^ a j K i 1 ..4 p - 1 (N+l)i p+1 ..^ \ T Ai ' "T V _{T B T V + X • • -T An \ + 

+ K i i P kC A A p a N+iK ii _ ip _ ikip+i _ in N+1 \T Al • • • Tp-xTsTp+x • • • T An | + 
+K ioi p N ^ 1C A A p a N+iK ii ^ ip _ i(N ^^ \T Al • -T V _{T B T V + X T An I ^ = 0, 

en donde hemos separado las componentes valuadas en A^+i y y c^v+i y ctj. 
Ahora bien, dado que 



K 3 = 

n-"*p-l(N+l)*p+l-"*n 



entonces se tiene que 
Asi, cuando imponemos a^ + i = 0, tenemos que 

n 

^_^ c l( A o^o)(q(Ai,ii)+-"+q(A p _i,i p _i)) x 

X K i i P kC AoA B p a 3 K ll ... lp _ 1 H p+1 ..Z \ T Ai ' ' ' T V _ X T B T V + X • ' ' T An | = 

la cual corresponde justamente a la condition de invariancia para el algebra 
0#-reducida, de constantes de estructura K { - k C AB c . Por lo tanto, ec. (14.1201) 
corresponde a un tensor invariante para el algebra 0#-reducida. ■ 

Corolario 35 Sea S un semigrupo provisto de un elemento 0#, y sea |0r| el 
algebra Os-reducida de la subdlgebra resonante 0r = © pe/ S p ® V p . Sea {T Ap } 
un generador deV p y denotemos con un submdice i p a un elemento arbitrario de 
S p = S p — {0s} , Xi p G S p . Entonces, la expresion 



ol.K, ? \Ta ■■■T Av I (4.121) 



corresponde a un tensor invariante para el Os-reduccion de la subdlgebra reso- 
nante. 
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Demostracion. La prueba sigue exactamente la misma lmea que la demostra- 
cion del Teorema [34j la unica diferencia estriba en que se debe utilizar como 
punto d partida el tensor invariante de la subalgebra resonante, ec. (14.1161) . ■ 

Para comparar estos tensores invariantes con la supertraza del algebra 0#- 
reducida, consideremos su respectiva representation matricial, 

con 

Entonces, tenemos que 

STr (T {Auh) • • • T {An , in) ) = K ni »K ni * • • • A", lin Str {T M • • • T An ) , 

y por lo tanto, dado que para todo A^, Xj tales que A^Aj = A^j), se tiene que 
A^, Xj ^ Ajv+i, tenemos que 

STY (T (AlM) ■ ■ ■ T (An , in) ) = K nn ...^ Str (T Al ■ ■ -T An ) . 

En general, esta expresion tiene muy pocas componentes no nulas, cuando se 
compara con ecs. (14.1181) 6 (14.1141) . En efecto, por simplicidad consideremos un 
semigrupo S = {X a }^Q en donde se tiene que A^+i = 0^, 0, i — 0, . . . , TV, 
y en donde ademas impodremos que exist e un elemento identidad, A = e, y que 
para todo A^, Xj ^ e, .A^Aj ^ Xj (este es por ejemplo justamente el caso de S^). 
Entonces, tenemos que Kj^.^ 31 = K ilmmmin °, y por lo tanto, se tiene como unica 
componente no nula 

STr (T (AlM) ■ >-T {AnAt) ) = i^..,„°Str (T M ■ T An ) . 
Para el caso en particular de esto corresponde a solo 

STr (T (Al)0) • • • T (Ant0) ) = Str (T Al ■■■T An ). 

Una teoria de Chern-Simons construida a partir de este tensor invariante 
para el Algebra M tendria como unico campo dinamico la conexion de espm; no 
seria posible incluir el vielbein, campos bosonicos extra ni campos fermionicos 
en la action. Por ende, la existencia de un tensor invariante distinto de la su- 
pertraza, como el de ec. (14.1211) es de vital importancia en la construction de 
un Lagrangeano, tal como veremos en la proxima section. Sin embargo, debe 
de observarse que pese a que ec. (14.1211) tiene muchas mas componentes que 
la supertraza, aun asi tiene muchas menos componentes que las de ec. ( 14.1161) . 
Esto parece ser inherente al proceso de O^-reduccion en si mismo, y limitara la 
dinamica de la correspondiente teoria, como veremos en el proximo capitulo. 
Esto parece sugerir fuertemente el uso de algebras que no correspondan a alge- 
bras O^-reducidas, sino mas bien a subalgebras resonantes cuando se trate de 
construir principios de action. 



Capitulo 5 

Principio de Accion para el 
Algebra M. 



"A possible explanation of the physicist's use of mathematics to formulate his 
laws of nature is that he is a somewhat irresponsible person. As a result, when 
he finds a connection between two quantities which resembles a connection 
well-known from mathematics, he will jump at the conclusion that the 
connectionis that discussed in mathematics simply because he does not know of 
any other similar connection. It is not the intention of the present discussion to 
refute the charge that the physicist is a somewhat irresponsible person. Perhaps 
he is. However, it is important to point out that the mathematical formulation 
of the physicist's often crude experience leads in an uncanny number of cases to 
an amazingly accurate description of a large class of phenomena. This shows 
that the mathematical language has more to commend it than being the only 
language which we can speak; it show that it is, in a very real sense, the correct 

language. " 

(Eugene P. Wigner, en The Unreasonable Effectiveness of Mathematics in the 

Natural Scienceo 



lu Una posible explication de el por que el fisico usa las matemdticas para formular sus 
leyes de la naturaleza es que el es una persona un tanto irresponsable. Como resultado, cuando 
encuentra una conexion entre dos cantidades que se parece a una conexion bien conocida de las 
matemdticas, el saltard a la conclusion de que la conexion es aquella discutida en matemdticas 
simplemente porque no conoce alguna otra conexion similar. No es la intention de la presente 
discusion refutar la acusacion de que el fisico es algo irresponsable. Quizds lo es. Sin embargo, 
es importante senalar que la formulation matemdtica de la a menudo cruda experiencia dirige 
en un numero extraordinario de casos a una description asombrosamente exacta de un gran 
conjunto de fenomenos. Esto muestra que el lenguaje matemdtico tiene mas a su favor que ser 
tan solo el lenguaje que sabemos hablar; al contrario, esto demuestra en un sentido muy real 
que este es el lenguaje correcto" 
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CAPITULO 5. PRINCIPIO DE ACCION PARA EL ALGEBRA M. 



En este capitulo, utilzaremos las herramientas matematicas desarrolladas a 
lo largo de la tesis para escribir una teoria de gauge para el Algebra M en 
D = 11, utilizando un lagrangeano transgresor. En pocas palabras, utilizaremos 
el tensor invariante ec. (14.1211) para construir un Lagrangeano Transgresor con 
dos conexiones de gauge, tal como fue descrito en Sec. 13.11 en donde el princi- 
pio de accion estara definido como la integral de la forma de transgresion sobre 
una variedad 11 dimensional, [vease ec. (13.81) ]. La dinamica de una teoria de 
transgresion es un problema altamente no trivial, debido a la no-linealidad del 
lagrangeano. En particular, la obtencion de la dinamica en cuatro dimensiones 
a partir de la accion en 11 dimensiones resulta en este contexto un problema 
no-trivial particularmente interesante. Aqui utilizaremos el enfoque mostrado en 
Refs. [281 EH], en donde el criterio fundamental para buscar un "vacio" para la 
teoria es la existencia de perturbaciones propagantes en torno a este. La forma 
de esta dinamica cuadridimensional estara fuertemente restringida como conse- 
cuencia directa del 0#-reducci6n necesario para construir el Algebra M, por lo 
que se vuelve interesante considerar otras algebras de la misma "familia" las 
cuales no sean 0#-reducidas. 



5.1. El Algebra M 

(2) 

5.1.1. Subalgebra Resonante original de ® osp (32|i) y 
Os-reduccion 

En Sec. 14.4.11 reobtuvimos el Algebra M como el 0#-reducci6n de una subalge- 
bra resonante de Sjp ® osp (32] l) . Recordemos que la descomposicion resonante 
de Sjp = {A , Ai, A 2 , A 3 } , Sjp = So U Si U S2 corresponde a 

50 = {A , A 2 , A 3 } , 

51 = {Ai, A 3 } , 
5^2 = {A2, A 3 } . 

Para evitar una proliferation de submdices, re-etiquetemos los generadores 
tal como se muestra en Tabla I57R 

Los conmutadores de esta subalgebra resonante tienen la forma explicita 

[P a ,P b ] = Z' ab , (5.1) 
[J ab ,P c ]=VceS d a tP d , (5.2) 

[Jab, Jed] = VghS e a b S cd J ef- (5-3) 
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Subespacios de (25r 


Generadores 






7 _ \ t(»*P) 
J a6 — A «V afc 






7 _ \ t(° s P) 

ao "A^db 

z\ = a 3 j ( r p) 

ao ^ ab 




3 Fx 


Q = A X Q^ 
Q' = A 3 Q (05p) 






p _ \ p(° 5 P) 


s 2 t 




A abode - A 2^ ahcde 

TDf — \ Td(° 5 P) 

Ki — 

Z' — A Z^ 03 ^ 

abode 3 abode 



Cuadro 5.1: El Algebra M proviene del 0#-reducci6n de una subalgebra reso- 
nante de ® o$p (32|i) . La tabla muestra la relacion entre los generadores 
de esta subalgebra resonante y los generadores de osp (32|i) . Los tres niveles 
corresponden a las tres columnas de Fig. 15.11 o lo que es lo mismo, a cada uno 
de los subconjuntos en los cuales Sjp fue subdividido. 



[J^Z cd ]= %h 5 e J > 5 n JZ ef , (5.4) 

[Z ab ,Z cd }= Vgh S2S h Jz' ef , (5.5) 

[P a ,Z bl ... h ] = -—e abl ... b5C1 ... C5 Z' Cv " C5 , (5.6) 

[Z a \Z cl ... C5 ]=^8t^Z%. e4 . (5.8) 

[z a -~ a \ z bl ... b5 ] = b1[ci ,„,..,,,, P" + sxx z ' d e+ 

3!3!5! Cv " Cl ^dididsh-h'l * ' v ^) 

[P a ,Q] = -\r a Q', (5.io) 

[J ab ,Q} = -lr ab Q, (5.ii) 

[Z ab ,Q] = -^T ab Q', (5.12) 

[Z a bcde,Q] = —-jFabcdeQ', (5.13) 
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Elementos del 
Semigrupo 



i 




A 3 




Q' 


z 1 

abode 

K 


A 2 






^ abode 
Pa 


Ai 




Q 




A 


Jab 







Vo Vi V2 Subes P aci0S 

Figura 5.1: Subalgebra resonante de la cual proviene el Algebra M a traves de 0#- 
Reduccion; en particular, observese que la fila superior es isomorfica a osp (32|i) . 



{Q, Q} = \ (r a P a - \v ah Z ah + ^Y ahcde Z ahcd )j (5.14) 

y los conmut adores involucrando un generador con / estan valuados en los corres- 
pondientes generadores con /; en particular, Z f ah) P f a) Z f ai ,„ a5 y Q f forman una 
subalgebra osp (32] 1) . 

Imponiendo la condition de 0#-reducci6n sobre la subalgebra resonante, Z' ab = 
P a = Z' aimmma5 = Q f = 0, recuperamos el Algebra M [Sec. I4XT] . 



5.1.2. Conexiones y Curvaturas 

En la construction se utilizaran dos 1-formas conexion, A y A valuadas en 
el Algebra M. Descompondremos estos campos de la forma 



A = cj + e + 6 2 + &5 + 
A = uj + e + 5 2 + &5 + X, 



(5.15) 
(5.16) 
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donde cada termino esta valuado en un subespacio distinto, 

OJ = \uj ab J ab , (5.17) 
e = e a P a , (5.18) 
b 2 = hfZ ab , (5.19) 

h = ^bl bcde Z abcde , (5.20) 

*/> = 4> a Q a , (5.21) 

y asi mismo para A. Para recuperar gravedad en este contexto, debemos identi- 
ficar uj ab con una conexion de espm, y e a con un elfbein. Lo mismo ocurre para 
uj ab y e a , los cuales estaran asociados a la orientacion contraria de la variedad. 
La curvatura para A es de la forma 

F = R + F P + F 2 + F 5 + D^, (5.22) 

donde cada termino corresponde a 

R = l -R ab J ab , (5.23) 

F P = (V + ^#V) P a , (5.24) 

F 2 = ± (d^ - ^r a V) Z ab , (5.25) 

F 5 = | (W 1 " 5 + l^r ai - a5 ^ Z ai ... os , (5.26) 
= D^Q. (5.27) 

Aqm, hemos escrito la derivada covarienate de lorentz para los espinores de 
la forma usual, 

D W V = d^ + ^cu ab T ab ^, (5.28) 
D w $ = d$ - ^ a ^r a6 . (5.29) 

5.1.3. Tensor Invariant e 

Un lagrangeano transgresor en 11 dimensiones corresponde a la election n = 5 
en ec.flH2D, 



(A, A) =6k dt (@F 5 t ) , 
Jt=o 
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y por lo tanto, se requiere un tensor invariante con 6 componentes. Dado que el 
Algebra M corresponde al 0#-reducci6n de una subalgebra resonante, debemos de 
utilizar el corolario [30] para construir un tensor invariante para esta, a partir de 
un tensor invariante de osp (32] 1). Como tensor invariante de osp (32|i) usaremos 
la supertraza en la representation en supermatrices estandar en 11 dimensiones, 
y en donde usaremos como base para el sector bosonico del algebra, sp (32) , 
matrices de Dirac de 32 x 32 componente^l en la representation I\ • • • Tn = +1 
(Vease Apendice O) . Para Sjjp , las componentes de los 6-selectores son de la 
forma 



7 

•OLQ 



u H 3 (a 1 +--+a 6 )i 



y por lo tanto las componentes K i ^ corresponden a K { 
el tensor simetrico invariante tiene la forma [ec. (14.1211) 



3 _ 



■IQ 



. Asi, 



"(^pij*pi) (^P6'*pe) 



o mas explicitamente, 



3 u i Pl -\ H 



P6 



(Ta p1 ---T a J, p = 0,1,2, 



(«7ai&i ' ' ' JaQbo)y[ = ^0 («7ai&i 
(Jaibi ' ' ' Ja 5 b 5 Pc)M = a 2 (Jaibi 
{Jaibi ' ' ' Ja 5 b 5 ^a 6 b 6 )M = ^ 2 W«l&l 



'ait 



J, 



a 5 b 5 Zj c 1 ---c 5 /M 



) M = a 2 (Jt 



aibi 



{QJaxbi ' ' ' Ja 4 b 4 Q) M — a 2 (QJ ai l 



^6^6/ OSp ' 
G^^OSp ' 



Ja 5 b 5 ^ci---c 5 ) os p ■ 



' Ja 4 b 4 Q i 



(5.30) 
(5.31) 
(5.32) 
(5.33) 
(5.34) 



en donde a y a 2 son const antes arbitrarias. No exist e un trozo proportional a 
una const ante a\ pues este hubiese involucrado un tensor invariante de osp (32|i) 
valuado en un solo generador fermionico y 5 generadores de Lorentz. De la re- 
presentation en supermatrices de los generadores de osp (32|i) es directo ver que 
cualquier supertraza valuada en un numero impar de generadores fermionicos es 
cero, y por lo tanto, tampoco puede haber una componente tal en el tensor inva- 
riante para el Algebra M. Aun mas, aun si existiese un tensor invariante no nulo 
valuado en un numero impar de generadores fermionicos, este daria origen a un 
Lagrangeano de Chern-Simons o Transgresion que corresponderia a un numero 
de Grassmann. 

Es importante notar que el tensor invariante ecs. fl5.3()l) - fl5.34l) tiene muchas 
menos componentes que el de la subalgebra resonante de ® osp (32|i) antes 



2 Hay otras alternativas para realizar el algebra osp (32|i) en forma matricial ademas de 
esta; una alternativa interesante consiste en considerar como base matrices de Dirac en 12 
dimensiones (64 x 64 componentes) y usar la representation asociada de supermatrices. (Vease 
por ejemplo el enfoque seguido en Ref. [60J) 
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del Os'-reduccion (faltan todas las componentes proporcionales a a 3 ). Tal como 
veremos en sec. 15.31 esto tendra una gran influencia en la forma de la dinamica 
inducida en cuatro dimensiones. 

Puesto que siempre estaremos interesados en polinomios invariantes (El la- 
grangeano por ejemplo), mas util que la forma explicita del tensor invariante 
de osp (32|i) resulta el considerar algunas de las componentes de un polinomio 
invariante arbitrario valuado en la supertraza simetrizada. Un calculo explicito 
entrega (El calculo de la supertraza y su simetrizacion esta lejos de ser trivial, 
vease Apendice O) 



1 



t a\b\ j 0.505 pc / t j o\ _ t a\a2 /-agaio mi 

L, x • • • n ± \Jaxb! ' ' ' J a 5 b 5 -^c) osp ~ 2^i-«n L l '"^5 n l 



(5.35) 



j a\b\ j ciQbQ l j j \ 

^1 ' ' ' ^6 \ u aibi ' ' ' ^aebe/osp 

'1 



4 



Tr (1^(1)1^(2)) Tr (L^L^)) Tr (L a ^L a ^) + 



creS 6 

Tr (1/^(1)^(2)^(3)^(4)) Tr (1^(5) Ar(6)) + 
1 6 

+ Tr (At(1)At(2)At(3) At(4)At(5)At(6)) 



(5.36) 



raifei 7-05^5 DC1-C5 / t 1 V \ 

1j x • • • iv 5 D 5 \^ai6i ' ' ' ^^565 ^ci"-C5/ 5p 



-ai---ai 



a 8 o^cagaioaii 



bcagaioai 



, -1 a r aia 2 r a 3 a4 7- a 5 a 6 f r J a 7 [ r ] a 8 t> 

1 1 j a\a2 j CL3CL4 j-a^ae ptt7---an T~V f r , r , , ^ _l_ 
+ 4 L <t(1) L <t(2) L a(3) B 5 ir (At(4) Ar(5)J + 

7- ai 02 7-0304 Tr r r "| a so6 007-011 



+ 



(5.37) 



L^ 1 • • • L^ 4b4 XaC^ (Q a Ja 1 b 1 ' ' ' JaibiQ 



- 0:464 



osp 



+ 



240 
60 ^ 



~ TCL1CL2 

&ai---a&abc lj \ 



L a 4 7a8 xT abc (+ 



<reS 4 



Tr (L ct (i)L ct ( 2 )) K^L^xr ai - a4 C+ 



2 ^(1) [^(2)^(3)^(4)] 3 4 Xr a i-a 4 C + 

3 

- Tr (L CT( i)L a(2) ) Tr (L^L^) xC+ 
Tr (1/^(1)^(2)1/^(3)^(4)) xC] ? 



(5.38) 
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donde Tr quiere decir traza en los indices de Lorentz, i.e. Tr (LiLj) = (Li) a b (Lj) b a 
y en donde a corresponde a una permutacion de £4, £5 6 Sq segun corresponda. 

5.2. Lagrangeano Transgresor para el Algebra M 

5.2.1. Forma Explicita del Lagrangeano y el Metodo de 
Separacion en Subespacios 

El calculo de una expresion explicita cerrada para el lagrangeano transgresor 
es una tarea engorrosa, incluso provistos de una expresion para el tensor inva- 
riant e. Sin embargo, esto se vuelve una tarea mucho mas sencilla provistos de 
la herramienta apropiada, la cual es el Metodo de Separacion en Subespacios 
desarrollado en Sec. 13.5.11 

Primero que nada, observemos que dado que el tensor invariante en si mismo 
lleva constantes multiplicativas a y a 2 , resulta superfluo agregar delante la 
const ante fc, la cual puede ser reabsorbida en ellas. Por otra parte, utilizando 
ec. (12.701) . el Lagrangeano transgresor puede separarse de la forma 

y a su vez, 

T (ii) _ T (n) , T (ii) , Wio) 

con lo que tenemos 

4 U| (A, A) = 7™ - 7*2. + t% + iQT^A + Kffi^. 

Asi, vemos que antes de calcular el Lagrangeano completo L^ 1 ' (A, A) , re- 
sulta importante calcular una expresion cerrada para el trozo Tj£_ u . Para ello, 
introducimos las conexiones intermedias 

A = w, (5.39) 

A 1 = u> + e, (5.40) 

A 2 = a> + e + 6 2 , (5.41) 

A 3 = u> + e + 6 2 + & 5 , (5.42) 

A 4 = u> + e + 6 2 + 65 + (5.43) 

La ecuacion triangular, ec. (12.701) nos permite separar Tj^_ Aq de la forma 





-Ao 




-A 3 


i A 3 - 


-Ao 




-A 3 ^ 


-A ' 


(5.44) 


T (ll) 


-Ao 




-A 2 


J A2^- 


-Ao 




-A^ 


-A ' 


(5.45) 


T (ll) 




_ T (ll) 
- i A 2 ^ 


•Ai 


J A^ 


-Ao 




~Al<r 


-A - 


(5.46) 
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Es importante observar que debido a la estructura particular del algebra y del 

tensor invariante, los terminos de borde <2^!_a 3 ^4o> QjS>-Ah-Ao Y Qa^a^Aq 
se cancelan identicamente. Asi, se llega en forma directa a la expresion 



T (n) _ 6 



H a e a 



1 



// uab i ; / iflbcde 



(5.47) 



en donde los tensores H a) R a01 U a bcde Y H estan definidos como 

H a = (R 5 P a ) M , 

H a b = (R 5 Zab) M , 
H abode — (-R ^ abode) •> 

K a p = (Q a R A Qp) u , 



(5.48) 
(5.49) 
(5.50) 
(5.51) 



Utilizando las componentes del polinomio invariante ec. (15.351) — (15 . 381) y la 
definition ecs. (15 . 301) - (15 . 341) . resulta sencillo encontrar expresiones explicit as para 
los tensores H a) H ab) H abcde y K, 





= — R (5) . 




64 


a i 


Hob 






= « 2 


[K 



)2 d'2 



H. 



abode 



K 



tto 

16 



«2 

40 



4 



lab 



5RiabR {4) 



Am\ a R%R% g 



? 5 

l ab 



•2 d(3) 



i? 4 



i? 2 i? 2 ] i + -^tir 



4 



(4) r a6c 



96" 



abc 



R R. 
3 

4 



abode 
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(5.53) 



4i? 



(2) 

abcdefg 



(R 3 ) 



3\/s 



(5.54) 



2 r>a6 



abed 

(5.55) 



en donde hemos usado las abreviaciones 

R 2n = Rai ... R a 2n 



a 2 



a\ i 



C)2n+1 D DCl DC2n 

^ab ~ ^aa-K c 2 ' ' ' ^ 6' 



* y ai---an_2n 



ai"-an_2n^l"-^2n 



J^lb 2 . . . R b2n-lb2n 



(5.56) 
(5.57) 
(5.58) 



El termino tiene por supuesto, misma forma que T^l w ', asi, solo nos 



va quedando considerar el termino de volumen T^^P . Tomando en cuenta la 
forma del tensor invariante ecs. (I5.30I) - (I5.34I) . es directo escribir 



T, 



(ii) _ 



3 / dt r 6 L a6 (t) , 
Jo 



(5.59) 
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donde 

L ab (t) = (R* J a6 ) M (5.60) 



con 



Rt = \[Rt} ab Jab, (5.61) 

[R t ] ab = R ab + tDu6 ab + t 2 e a c 6 ch , (5.62) 



Utilizando ec. (15.361) . se tiene en forma explfcita 



Lab (t) = «0 



\ (Rt - \rIR^ [R t ] ab + 5i? t 2 [R t f ab - 8 [R t £ b 



(5.64) 



Es importante observar que es proporcional a a [ec. (15.641) ]. a dife- 

rencia de todos los otros terminos, que son proporcionales a a 2 . Esto es una 
consecuencia directa de la forma del tensor invariante. El hecho de que a y a 2 
sean constantes arbitrarias independientes significa que el trozo proporcional a 
a y el proporcional a a 2 son invariantes por si mismos bajo el Algebra M. Por 
otra parte esto esta en armonia con el hecho de que el trozo proporcional a a 
corresponde a la eleccion de la supertraza como tensor invariante, y por lo tanto, 
tiene que ser invariante por si mismo. 

Debido a su forma, pareciera que el termino T^u> es un termino de inter- 
accion en el volumen de las conexiones de espm wyw. Esto es solo aparente; 
basta con utilizar ec. (12.701) para escribir 

_ T (n) _ T (n) , j n ( 10 ' 

y observar asi que estamos en presencia de dos "gravedades exoticas" para uj y 
d>, las cuales interactuan solo a traves de un termino de borde. 



5.2.2. Relajando las Constantes de Acoplamiento 

Para escribir el lagrangeano, hemos usado como tensor invariante de osp (32|i) 
la supertraza simetrizada de seis generadores. Pero esta no es la unica alterna- 
tiva; recordemos que el producto de tensores invariantes es tambien un tensor 
invariante, ec. (12.341) . Asi, dado que el tensor invariante que estamos conside- 
rando involucra seis generadores, vamos a considerar las componentes de tensor 
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invariante de osp (32 |i) dadas por las particiones de 6, 

6 = 6, 
6 
6 
6 
6 

o mas explfcitamente, 
<T Al .-.T A6 ) osp = Str(T Al . 



4 + 2, 
3 + 3, 
2 + 2 + 2, 

1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1, 



T Ae ) + P4+2 Str (T Al ■ ■ ■ T Aa ) Str {T M T M ) + 

+ /? 3 +3 Str (T Al ■■■T Aa ) Str (T Ai ■ • ■ T A% ) + 

+ P2+2+2 Str (T Al T A2 ) Str {T M T M ) Str {T M T M ) + 

+ A+i+i+i+i+i Str (T Al ) Str (T Aa ) Str (T A3 ) Str (T M ) Str (T A J Str (T M ) . 

Ahora bien, los generadores de osp (32|i) son sin traza; ademas, es directo ver 
que para las componentes que nos interesan para construfr el tensor invariante 
para el Algebra M [ecs. (I5.3()I) - (I5.34I) ] son todas nulas en la particion 6 = 3 + 3 
[Vease Apendice |D] . Asi, solo debemos considerar 

(T Al • • • T A6 ) 05p = Str (T Al • • • T A6 ) + /3 4+2 Str (T Al • • • T M ) Str {T M T M ) + 
+ /? 2+ 2+2 Str (T Al T M ) Str {T M T M ) Str {T m T Aq ) . 

(es posible imponer f3 6 = 1 sin perder gener alidad, ya que el tensor invariante 
para el Algebra M incluye constantes arbitrarias globales.) 

Es interesante observar que no apareceran nuevos trozos en el lagrangeano 
de volumen, sino que mas bien algunos terminos en el lagrangeano consider ado 
en la seccion anterior adquiriran nuevas constantes de acoplamiento. En efecto, 
el resultado neto es simplemente una redifinicion en H ai H^, H a bcde Y de la 
forma 



H a b 

H a bcde 



OL2 

64 

a 2 



R^ 



- ( ■■./>'' — -^lbR 2 R 2 ) R a b + 5Ki 5 R 2 Rl b — SRl b 



tto 

16 



SRyabR^L] 



Ki 5 R 2 R 



(3) 

abcde 



4i? 



(2) 

abcdefg 



(5.65) 
(5.66) 

(R 3 ) f9 ~ 
(5.67) 



TL 



«2 

40 



n z R - - (579 



4) R 2 R 2 



2 jyab 



KgR R 



S\ ab 



R cd T 



abed 



(4) ™&c 



1 + s flSir 



+ 



(5.68) 
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en donde hemos incluido nuevas constantes de acoplamiento ft n y 7 n . Estas nuevas 
constantes de acoplamiento estan ligadas entre si a traves de las relaciones 

Ti 

K m = 1 + - {K n - 1) , (5.69) 
rn 

l m = ln+(-- I) («n ~ 1) • (5.70) 

\m / 

Estos dos conjuntos de constantes reemplazan al par de constantes /?4 +2 y 
/? 2 +2+2- Observemos que una vez que se fija un n n) todos los otros ft's quedan 
fijados, y luego, fijando un r ) n) lo propio sucede con todos los 7's. La relation 
entre K n y j n con las constantes /?4 +2 y ^2+2+2 viene dada por 

1), (5.71) 
Kn) ■ (5.72) 

en donde debemos recordar que 1 es una matriz de 32 x 32, y asi Tr (1) = 32. 
Anular las constantes de acoplamiento /?4 + 2 y P2+2+2 equivale a 

A+ 2 = O K n = l, (5.73) 
P2+2+2 = & J n = K n . (5.74) 

con lo que recuperamos ecs. (I5.52j) - (l5.55j) . En lo que sigue, seguiremos utilizando 
los polinomios invariantes ecs. (I5.52I) - (I5.55I) en lugar de ecs. (I5.65I) - (I5.68I) . sim- 
plemente para no sobrecargar la notacion, pero es interesante observar que en 
principio toda la construccion puede ser llevada a cabo con ecs. (I5.65I) - (I5.68I) . 
desembocando en un resultado mas general. 



134+2 = ivoo n ( ^ 



15 
[Tr7T)f 



/?2+2+2 — 7^T7TTT2 (7n 



5.2.3. Principio de Accion y Ecuaciones de Campo 

Para construir el principio de accion, usaremos el procedimiento explicado en 
Sec. 13.21 en particular ec. (13.81) . Sea M una variedad orientable 11 dimensional, y 
asociemos la conexion A con la orientacion M + y A con la orientacion contraria, 
M~. Entonces, la accion transgresora completa para el Algebra M viene dada 
por 
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Ambas conexiones tienen el mismo estatus y juegan roles completamente 
simetricos en la teona, e interactuan solo a traves del borde la variedad, dM. La 
imagen mental asociada es la de Fig. 13.11 en donde cada conexion "vive en un 
lado" de la variedad, y solo se "tocan" en el borde de M. 

Para calcular las ecuaciones de campo, basta con utilizar ecs. ( 13.91) y (13.101) 
para el presente caso. Dada la simetna entre Ay A, consideraremos explicita- 
mente solo ec. (13.91) . 

Primero que nada, debemos observar que en la accion no aparecen derivadas 
de e a , &f y b^ 1 '"® 5 , debido a la forma del tensor invariante para el Algebra M 
inducida por el 0#-reducci6n. Por lo tanto, no es una sorpresa que sus variaciones 
induzcan las ecuaciones del movimiento 

H a = 0, (5.75) 
H ab = 0, (5.76) 
H abcde = 0, (5.77) 

Similarmente, a la variacion de i/j corresponde la ecuacion del movimiento 



KD^ = 0. 



(5.78) 



Por otra parte, la variacion de la conexion de u ab corresoponde a la ecuacion 
de campo 

Lab ~ 10 (D^) Z ab (D^) + 5H abc (t c + ^ c ^j + 



+-^H abcd 



donde 



D u b cd - ^T cd A + ^H abci ... C5 



D w 6 cr " C5 + — ^r ci - C5 ^ 

lb 



= o, 

(5.79) 



L a b = 


(R 5 J ab ) M , 


(5.80) 


{ZabTp = 


(Q a R 3 J ab Qfs) M , 


(5.81) 


H a bc = 


{R 4 J ab P c ) M , 


(5.82) 


Habcd = 


(R 4 J ab Z cd ) M , 


(5.83) 


H abode fg = 


{R 4 J ab Z cdefg ) M . 


(5.84) 



En forma explicita, ellas corresponden a [vease el polinomio invariante ecs. (15.351) - 

(ESHDl, 



L a b — ®0 



5/^4 ^ 2 2 



2 V R ~ 4 R R ' Rab + 5jR Rab ~ 8Rab 



(5.85) 
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ab 4Q 



p3 °r,2r, 
K ab ~ I 1 * K ab 



d( 3 ) -pcde, 

/ ^ rt abcde L ' 



^ (^RabR Cd - ^R 2 ^!^ R Cf F c def + 

5ZR 9h R hd R ef - R c a R d b R ef + bll (R 3 T d 



r 



cdef 



n -Si p( 4 ) 

fcc 32 6c ' 



(5.86) 
(5.87) 



R 2 R e fR a h — R^fRgh — RefRg'h~ Sr 



4 1 

- (RehRjg + RehRfg ~ RlhRjg) + ^ R R ehRfg- 



oV[ef ][9h] ( i? 4 " ~ A R 2 R 2 \~Vfgl R Z R Z eH ~ TR, 



? 2 td2 



l eh 



(5.88) 



H, 



abci---C5 



_ a 2 ccdefg 

80 Cl "- C5 
1 



'^R^abcdeRfg + ^RabcdepqR V fR q g~ 



RabRfJefg + ~R 2 R. 



■2 o(2) 



R 



(i) 



abcdefg g abcdefgpq 



(R 3 ) pq + 



_l ^ 7?^ K>( 2 ) _ .1 Z?<? Z?( 2 ) _l i 7?^ 7?( 2 ) 7?P _l_ 

^a-^b-^cdefgpq ^ a ri bcdefgp ri q ^ b ri acdefgp ri 

-fvgaR^f + l i^R [ le p R P f ~ ^HM^) • (5-89) 
Estas cantidades estan relacionadas con las de ecs. (15.521) - ( 15351) a traves de 

(5.90) 
(5.91) 
(5.92) 
(5.93) 

5.2.4. Condiciones de Borde 

En general, existen muchas maneras de satisfacer las condiciones de contorno 
ec. (13.111) . Lo primero que debemos observar es que las condiciones de borde 





1 -nab TT 

H-abc, 


H c d = 


1 TDab TT 

H-abcd, 


H c defg ~ 


^ pab TT 

2 ' abcdefg 




^ (Zabfp 
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ec. (13.111) aparentemente son "asimetricas" en los roles de A y A, 



f dt((SA + tS@)@F t n - 1 ) 
Jo 



= 0. 

dM 



Por lo tanto, parece natural resolver la condiciones de borde de la forma 

(5A@T Al ---T An _ 1 ) = 0, (5.94) 

(8@&T Al ---T An _ 1 ) = 0, (5.95) 

e imponer 

5 A = 0, (5.96) 

Se = 5 A, (5.97) 

(5GGT Al ...T An _ 1 ) = 0. (5.98) 

Por ejemplo, este tipo de solcion es la que se utilizo para el caso de gravedad 
en Sec. 13X21 (Vease tambien Refs. 071 S3 H2j.) 

Sin embargo, dado que en el enfoque que estamos utilizando ambas conexiones 
cumplen roles completamente simetricos, parece natural buscar condiciones de 
borde simetricas en A y A. Aun mas, estamos asociando a cada conexion con una 
orient acion de la variedad. Una de las componentes de la conexiones corresponde 
a un elfbein, y por lo tanto, cuando consideramos un gauge en donde este es 
invertible, el elemento de volumen de la variedad puede expresarse en terminos 
de este. Asi, debemos probar la existencia de una manera de fijar las condiciones 
de borde que sea compatible con la asociacion de cada una de las conexiones con 
una orientacion de la variedad. 

La asimetna en ec. (13.111) es solo aparente; basta con realizar el cambio de 
variables t — 1 — r para obtener condiciones de borde equivalent es, pero en las 
cuales los roles de Ay A aparecen intercambiados. 

Asi, una forma muy sencilla (pero no la unica) de resolver las condiciones de 
borde en forma simetrica es considerar ambas versiones de ec. ( 13.111) y resolverlas 
requiriendo simultaneamente 

((SA + tSe) &T Al ■ ■ ■ Ta^) = 0, (5.99) 
{(6 A - t5&) ®T Al ■ ■ ■ T An _ x ) = 0, (5.100) 

con t arbitrario. Sumando y restando est as ecuaciones, llegamos a las condiciones 
explicitamente simetricas 

((5 A + 5 A) @T Al ■ • ■ T An _ x ) = 0, (5.101) 
(5@@T Al ---T An _ 1 ) = 0. (5.102) 
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Est as condiciones pueden ser resueltas requiriendo 

1 



SA 



-SA 



50, 



S@®T Al ---T An _ 1 ) = 0. 



(5.103) 
(5.104) 



Debido a la forma del tensor invariante [ecs. (I5.30j) - (l5.34j) ]. tenemos que 
ec. (15.1041) es satisfecha al requerir que se cumpla 



((56e + Sed) J aibl ■ ■ ■ J a4b4 ) = 0, 
{(50e + SeO) J aibl ■ ■ ■ J aib4 ) = 0, 

{(SOb 2 + Sb 2 e)J aibl ---J a4b4 ) = 0, 
((5db 2 + 8b 2 6)J aibl ---J a4b4 ) = 0, 

{(S0b 5 + Sb 5 0) J aibl ■ ■ ■ J a4b4 ) = 0, 

((seb 5 + she) j aibl ■ ■ ■ j a4b4 ) = o, 
((sej> + s^e) j aibl j a2b2 j a3h Q) = o, 
((sex + sxe) 



(5.105) 
(5.106) 
(5.107) 
(5.108) 
(5.109) 
(5.110) 
(5.111) 
(5.112) 



y 

{500J aibl ---J a4b4 ) = O, (5.113) 

(599J aibl J a2b2 QQ) = 0, (5.114) 

<(<W> + Sx) (</> + X) Ja lbl ■ ■ ■ J a4bi ) = 0. (5.115) 

Dado que 5A = — 5A, es natural resolver el sistema ecs. (15. 1051) — ( 15. 1 121) 
requiriendo 



e \dM ~ 


~~ e \dM ' 


(5.116) 


^Lm = 


~~ b l\dM > 


(5.117) 


65 \dM = 


~~ ^\qm , 


(5.118) 


X\dM = 




(5.119) 



Es importante notar que la condicion sobre el elfbein e\ dM = — e\ dM resulta 
per feet amente consistente con la idea de asociar cada conexion con una orien- 
tation de M (en dimensiones impares, la transformation e a —> — e a implica un 
cambio de orientation de la variedad). 

Usando la condicion 5 A = —8A ) la ec. (15.1151) se satisface en forma au- 
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tomatica, y asf, solo nos quedan las condiciones de borde 



{(60e + See) J aibl ■ ■ ■ J aibi ) 

{{seb 2 + Sb 2 e) 
((seb 5 + sb b e) 



0, 
0, 







((seip + Sipe) j aibl j a2b2 j a3b3 Q) 







(seej aibl ■ ■ ■ j aA b A ) 
(seej aibl j a2b2 QQ) 







0, 



las cuales son suplementadas con 8 A = —8A y ecs. ( I5.116IMI5.119I) . 

Por otra parte, resulta interesante observar que ec. (15.1051) coincide con las 
condiciones de borde utilizadas en el caso de gravedad (vease Refs. j4?l [33l [49] 
y Sec. 13.5.21) : las condiciones restantes parecen ser una extension natural de las 
mismas. 

Una forma completamente generica de resolver estas condiciones es requi- 
riendo 5 A — 8tA ) siendo St un parametro infinitesimal arbitrario. Sin embargo, 
esto se parece ser innecesariamente restrictivo; soluciones mas generales pueden 
ser obtenidas utilizando en forma explicita la forma del tensor invariante. 

Por otra parte, resulta interesante observar que es posible resolver las con- 
diciones de borde en forma completamente simetrica en los roles de A y A, y 
aun mas, de una forma compatible con la idea de asociar A y A a orient aciones 
opuestas de la variedad base. 

5.3. Dinamica Cuadridimensional 

Encontrar el "vacio" para una teoria construida utilizando una forma de 
Transgresion o de Chern-Simons es un problema no trivial. En general, dado 
que las ecuaciones del movimiento son de la forma 



la eleccion de F = 0, F = como vacio parece natural, ya que esta configuration 
satisface las ecuaciones de campo, es estable, con cargas nulas y ademas, es 
invariante de gauge. Sin embargo, este vacio se vuelve problematico al considerar 
la propagation de perturbaciones. CuandcEln > 2 (o sea, D > 5) la ecuacion para 

3 Por otra parte, cuando n = 1 (D = 3) y el algebra posee una metrica de Killing invertible, 
la linica solucion de las ecuaciones del movimiento es F = 0, y por lo tanto, en tres dimensiones 
no hay grados de libertad propagantes. 




(5.120) 
(5.121) 



(T A F n )\ 



M 



0, 



126 



CAPITULO 5. PRINCIPIO DE ACCION PARA EL ALGEBRA M. 



las perturbaciones se reduce a simplemente = sobre el fondo {background) 
dado por F = 0, F = (Vease Refs. [S3], [23 ES] [Ml EI]). Se han ofrecido 
diferentes soluciones para esta no-propagacion de grados de libertad locales. Por 
ejemplo, en Ref. |3Tj . S6 agregan al La grangeano de Chern-Simons terminos extra 
de interaction con corrientes de "materia" dada en terminos de lmeas de Wilson, 
y asi se pueden propagar perturbaciones en torno aF = 0. 

Si bien esto resuleve el problema, por otra parte parece un poco artificioso 
agregar de esta forma nuevos terminos al Lagrangeano transgresor. Una solucion 
alternativa particularmente elegante ha sido propuesta en Refs. [281 [29] . En ellas 
no se agrega ningun termino nuevo al lagrangeano, sino que mas bien se busca 
una topologia de M tal que admita un vacio con F ^ en el cual las ecuaciones 
del movimiento se satisfagan como un cero simple, y de esta forma, permitiendo 
propagation de las pertubaciones. 

En el contexto de gravedad de Chern-Simons de Poincare en D — 11, al 
buscar una topologia tal que permita a las perturbaciones propagarse en el con- 
texto de gravedad de Poincare en D — 11, el resultado es que la teoria escoge por 
si misma como solucion una topologia que incluye un universo cuadridimensional 
con constante cosmologica posititiva (Vease Refs. [28, 29]). Esto es un muestra 
de lo altamente no-trivial que puede ser la reduction dimensional en el contexto 
de teorias con lagrangeanos altamente no-lineales. Por otra parte, es interesan- 
te hacer el contraste con el procedimiento usual en supergravedad o teoria de 
cuerdas, en donde se asume a priori la existencia del universo cuadridimensional 
para luego compactificar las dimensiones restantes en alguna forma convenien- 
te. En contraste, en el contexto de Refs. [28l [29], la existencia de un universo 
cuadridimensional es una prediction de la teoria. 

Aqui, seguiremos de cerca el enfoque de Refs. [28l [29], aplicado al lagran- 
geano para el Algebra M que ha sido construido en Sec. 15.2.11 (En Refs. [28l [29] 
el lagrangeano analizado utiliza otro tensor invariante, por lo que se debe ser cui- 
dadoso) y explorando algunas de las consecuencias de permitir valores no nulos 
para la torsion. 

Consideremos el ansatz geometrico M = X^i x S 10 ~ d , donde corresponde 
al producto combado (warped product) entre una variedad rf-dimensional y M, 
y en donde S 10 ~ d corresponde a una variedad (10 — rf)-dimensional de curvatura 
constante, no-plana y con torsion cero. 

Para este caso, la metrica toma la forma de ec. (4.3) from Ref. [29] . 

ds 2 = e 2/(|z|) (dz 2 + g$dx»dx u ) + 7^"^d 2 / m d 2 / n 

De ahora en adelante, usaremos en esta seccion, el mdice Z para el espacio 
tangente de R, a, 6, c, . . . para el espacio tangente de y z, j, fc, . . . para el espa- 
cio tangente de S 10 ~ d . Usaremos A^B^C como indices para el espacio tangente 
total en 11 dimensiones. 
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Asi, tenemos que las componentes del vielbein vienen dadas por 

E z = e /(kl) dZj (5. 122 ) 

E a = e /(k|)ga j ( 512 3) 

en donde e a corresponde al vielbein sobre M^. y las componentes E % satisfacen 
W oc E l EK 

Es posible descomponer la conexion de espin como W AB = W AB + K AB 
siendo Wq B la conexion sin torsion , dE A + [Wo] A B E B = 0. Utilizando las 
componentes del elfbein, ecs. (15.1221) y (15.1231) . tenemos que 

m ab = [u,r\ 

W aZ = 2f(\z\)9(z) e a , 

en donde 9 (z) corresponde a la funcion de Heaviside y [uJo] ab es la conexion de 
espin sin torsion de Ahora bien, un calculo directo entrega que la torsion 
11-dimensional viene dada por 

T a = e f(\z\) K aZ dz + e f(\z\) + ^ 

Asi, identificando las componentes de la contorsion, K ab = k ab tenemos que 

T a = e f(\z\) K a dz + e f(\z\)fa 

en donde T a corresponde a la torsion de y en donde hemos definido el vector 
K a = K aZ . De la misma forma, es posible calcular todas las componentes de la 
curvatura y torsion, llegando a 

R ab = R ab _ ga g 6 _ ^, ^ q ^ ^b _ ~b ^ _ ^b ? 

R az = e -f(\*\)d 2 z f (\ z \) E z e a + 2f (\z\) 9 (z) f a + D^ , 
R ij oc E l E\ 

T a = K a E Z + e f(\z\)fa^ 

T = 0. 

Un detalle de sumo intereres es que anular la torsion sobre M y sobre 
son dos cosas completamente distintas; en particular, es posible anular la torsion 
sobre sin anular la torsion 11-dimensional cuando K a ^ 0. Para recuperar gra- 
vedad, bastara con imponer que f (\z\) sea constante f (\z\) = — £; asi, tenemos 
/ (\z\) = —£\z\ y por lo tanto la metrica toma la forma 
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ds 2 = e" 2 ^ 1 (dz 2 + gWdardx") + ^- d) dy m dy n , 
y las componentes de la curvatura y torsion, 

R ab = R ab _ £2~a~b + ^ ^ ^ _ ~b ^ _ J ? 

R aZ = -2e^£5 (z) E z e a - 2£0 (z) f a + D^ T K a , 
R ij oc E l E\ 

T = 0. 

Concentremosnos por ahora en una componente particular de las ecuaciones 
del moviemiento, por ejemplo, en la obtenida variando el elfbein, 



AiA 2 



R A 9Al 







y debemos buscar bajo que valores de d esta ecuacion tiene ceros simples. 

Utilizando el hecho de que R^ oc E % E^ es posible descomponer esta ecuacion 
en las componentes 



£ Zbi--b d ji. 



■JlO-d 



Rbib 2 . . . pbi-ibifiji . . . E h 



e ai b 1 -b d . 2 cz J1 .., 10 _ d R blb2 • • • R blbd ~ 2 R cZ E jl • • • E*° 
e ll b 1 -b d . 1 cz J1 ... j9 . d R hb2 ■ ■ ■ R blbd - 1 R cZ E jl ■ • ■ E jg 



0, 
0, 
0. 



(5.124) 
(5.125) 
(5.126) 



En ec. (15.1241) tenemos ceros simples solo para d = 2; para ec. (15.1251) cuando 
d — 4 y para ec. (15.1261) . cuando d = 3. Asf, la unica alternativa que posee grados 
de libertad propagantes es d = 4. En este caso, la ecuacion de campo ec. (15.751) 
toma la forma explfcita de 
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La ec. (15.1271) corresponde a las ecuaciones de campo de Einstein, con soporte 
solo sobre M 4 . El lado derecho incluye acoplamiento con la torsion. Aun cuando 
se impone la torsion cuadridimensional como nula, las componentes K a se com- 
portan como un campo de materia desde un punto de vista cuadridimensional. 

Por otra parte, ec. (15.1281) impone relaciones extra entre la curvatura y n a . 
Aun mas, las ecuaciones de campo restantes, ecs. (15.761) y (15.771) imponen aun 
mas restricciones sobre la geometria cuadridimensional. Por otra parte, las ecua- 
ciones del movimiento ec. (15.781) y (15.791) relacionan la geometria cuadridimensio- 
nal con n a ) los campos fermionicos y los correspondientes a las cargas centrales. 

Asi, pese a que no anular la torsion en 11 dimensiones parece restringir menos 
la geometria, aparentemente hay demasiados vmculos sobre la geometria como 
para reproducir Relatividad General pura en cuatro dimensiones (Vease un caso 
similar en 5 dimensiones en Refs. [26, l27|). 

Es interesante observar que esta "rigidez" en la dinamica cuadridimensio- 
nal tiene su origen en el proceso de 0#-reducci6n del algebra, el cual anulo una 
cantidad substancial de componentes del tensor invariante. Observese por ejem- 
plo que las ecuaciones de campo ecs. (15.761) y (15.771) siguen siendo validas aun 
cuando fcf = y b^ 1 '"® 5 = 0, y solo involucran a la curvatura, con lo que res- 
tringen la geometria. Si estuviesen presentes las componentes correspondientes 
a as en el tensor invariante, estas hubiesen acoplado lo que ahora son restric- 
ciones sobre la geometria con los campos restantes, y por lo tanto, la dinamica 
cuadridimensional hubise perdido su "rigidez" . 

Asi, se vuelve interesante considerar otras algebras, las cuales comparten 
algunas de las caracteristicas del Algebra M pero que son originadas sin recurrir 
al Os'-reduccion. Este es el caso por ejemplo de la subalgebra resonante de la 
cual proviene el Algebra M, ecs. (15. II) - (15. 141) o la subalgebra resonante de Z 4 ® 
0$p (32|i) considerada en Sec. 14.4.41 las cuales en principio podrian originar 
dinamicas menos rigidas que las del Algebra M. 
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Conclusiones 



" This is not the end. It is not even the beginning of the end. 
But it is, perhaps, the end of the beginning 
(Winston Churchill, 1942, despues de que las tropas aliadas rodearon el puerto 

de Casablanca, Marruecos) 



En la presente tesis, hemos tenido la oportunidad de analizar en el Capitulo [3] 
la construccion de una teoria de gauge a traves de formas de transgresion, en el 
Capitulo [H se ha desarrollado el metodo de las 5-Expansiones y finalmente en el 
Capitulo [5] se han utilizado ambas herramientas en la construccion de una teoria 
de gauge para el Algebra M. En cada uno de estos puntos se han contest ado 
interrogantes, pero tambien han aparecido nuevas e interesantes direcciones en 
las cuales esta investigation puede ser extendida. 

■ Forma de Transgresion como Lagrangeano: El lagrangeano trans- 
gresor posee en general muy buenas cualidades, como ser completamente 
invariante de gauge (puesto que la transgresion sobre el fibrado es una 
forma proyectable), y permite generar en en forma natural una teoria de 
gauge supersimetrica sin metrica de fondo, la cual sin embargo en gene- 
ral incluye gravitation cuando existe una subalgebra del tipo so (D + 1) 
6 x$o (D). Sin embargo, no deja de ser misterioso el rol de la estructura de 
dos conexiones necesaria para llevar a cabo la construccion, especialmente 
la no interaction de volumen (bulk) entre ellas. Pese a ello, la exist encia 
de una segunda conexion esta lejos de ser una hipotesis superflua, ya que 
tiene un gran efecto en lo relacionado a la finitud de cargas conservadas y 
a la termodinamica asociada a ellas (Vease Refs. [471 SHI 149]). 

1 "Este no es el final. Ni siquiera es el comienzo del final. Pero, quizas, es el final del 
comienzo" 
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Por otra parte, parece interesante considerar este problema desde el punto 
de vista desarrollado en Sec. 13.21 en donde hemos asociado a cada orienta- 
tion del espaciotiempo una conexion. La resultante simetria discreta bajo 
cambios de orientation parece natural, pero seria provechoso comparar en 
profundidad esta solucion con la de la configuration de variedades cobor- 
dantes. 

Por otra parte, resulta interesante comprobar que la forma de Transgresion 
genera cargas de Noether conservadas off-shell, lo cual esta en armoma con 
indicios que senalan que una teoria de Chern-Simons/ Transgresion deberia 
ser libre de anomalias. 

Es import ante senalar sin embargo, que pese a haber fuertes indicios de que 
las teorias de Chern-Simons/ Transgresion son renormalizables, muy poco 
se conoce sobre su cuantizacion en dimensiones mas altas que tres. Esto se 
debe a lo complejo del termino cinetico y del potencial en el lagrangiano; 
las autointeracciones resultan ser altamente no-lineales. En efecto, incluso 
la dinamica clasica de este tipo de teorias presente un sistema de vmcu- 
los inusualmente complejo para una teoria de campos, el cual es tema de 
investigation (Vease por ejemplo Ref. [53l[42]). Por lo tanto, la mecanica 
cuantica de esta clase teorias constituye un problema abierto, el cual pese 
a verse soluble, no parece saludable enfrentar a traves del metodo de fuerza 
bruta; probablemente, se requerira la creation de nuevos metodos de cuan- 
tizacion, sino una revision del concepto de cuantizacion en si mismo, para 
ser resuelto. Pese a ello, todo parece indicar que la teoria es cuantizable y 
renormalizable (Vease Refs. [Ill [121 [69l [701 EHl [4^ En efecto, debemos 
observar que no hay constantes de acoplamiento arbitrarias con dimensio- 
nes, y aun mas, la constante k en frente del lagrangeano esta cuantizada 
en forma natural cuando el espacio base M constituye el borde de otra 
variedad (Vease por ejemplo Ref. [72] ) 

Otro problema interesante relacionado con la no-linealidad de la trans- 
gresion es el del vacio de la teoria. La solucion de reduction dimensional 
dinamica present ada en Refs. [28l [29] y extendida aqui permitiendo tor- 
sion distinta de cero parece ser prometedora, especialmente por el hecho de 
"predecir" un universo cuadridimensional. Seria interesante plantear este 
metodo en una forma mas general, para un algebra de Lie arbitraria, y 
encontrar que topologias induce/admite cada algebra de Lie bajo el crite- 
rio de permitir propagation de las perturbaciones. Este tipo de reduction 
dimensional podria quizas tener importantes aplicaciones en cosmologia 
inflacionaria (trabajo en progreso), pues parece probable que se puedan 
generar modelos del tipo de /c-esencia a traves de este procedimiento cuan- 
do se consideren simetrias con [P a) P^\ ^ 0, i.e., (^A)dS 6 alguna de las 
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simetrfas correspondientes a una ^-Expansion (por ejemplo, la subalgebra 
resonante de la cual proviene el Algebra M a traves de 0#-reducci6n) 

Desde un punto de vista practice*, es interesante observar que para escribir 
el Lagrangeno Transgresor en forma explicita ha sido necesario desarrollar 
el Metodo de Separacion en Subespacios [Sec. 13.5. lj . Por supuesto, este 
procedimiento no afecta la dinamica de la teoria en forma alguna, pero 
resulta importante para: 

1. separar el lagrangeano en un termino de volumen y un termino de 
borde, y 

2. para poder separar el lagrangeano en trozos correspondientes a las 
distintas interacciones presentes en la teoria, y asi tener una idea 
clara de la fisica asociada con este. 

Cuando no se usa este procedimiento, el lagrangeano es una complicada, 
no-intuit iva y alt amente- no- lineal madeja de interacciones. La alternativa 
a este metodo es realizar esta separacion en terminos correspondientes a 
cada interaccion a traves de sucesivas integraciones por partes, lo cual en 
la practica se vuelve una tarea larga y engorrosa para dimensiones mas 
altas que tres. 

■ ^-Expansion: El problema original a partir del cual surgio el procedi- 
miento de iS-Expansiones era el de encontrar una expresion explicita para 
el tensor invariante del Algebra M, lo cual es necesario para poder aplicar 
el Metodo de Separacion de Subespacios y asi poder escribir el correspon- 
diente lagrangeano de Chern-Simons/TransgresioiJE En este sentido, es un 
interesante ejemplo de interaccion entre Fisica y Matematica pura; para re- 
solver un problema fisico (escribir un lagrangeano) , ha sido necesario crear 
una herramienta matematica abstracta (S- Expansion), con la cual luego 
ha resultado sencillo resolver el problema original como un caso particular. 

Resulta interesante contrastar el procedimiento de 5-Expansiones con los 
procedimientos utilizados a principios de la decada de los 80 's en super- 
gravedad para generar nuevas algebras de Lie con ciertas caracteristicas 

2 Debe de senalarse que en el contexto de expansion en formas de Maurer-Cartan si es po- 
sible escribir una forma de Chern-Simons/Transgresion, realizando una expansion en algebras 
diferenciales libres, sin requerir una expresion explicita para el tensor invariante del algebra 
expandida (Vease Ref. [22] ). Ahora bien, como consecuencia de ello, ya no resulta posible 
utilizar el Metodo de Separacion en Subespacios para el algebra expandida. 

En torno a estos puntos en especial agradezco grandemente las claras y detalladas explica- 
ciones del Prof. J. A de Azcarraga durante la estadia en la Universidad de Valencia, Espana, 
las cuales resultaron cruciales para poder realizar esta investigacion. 
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(Vease por ejemplo, el trabajo de D'Auria y Fre en Ref. [Ej). En general, 
construir un algebra de Lie con una cierta estructura dada a priori es un 
problema altamente no trivial, pues se debe de resolver la identidad de 
Jacobi manteniendo el algebra cerrada. En efecto, debemos de tener en 
cuenta que cuando nuestra algebra original esta separada en n subespa- 
cios, g = ®p =1 V n) la identidad de Jacobi corresponded a un "sistema" 
de n 4 ecuaciones, lo cual rapidamente se torna un problema muy dificil de 
manejar. 

En este sentido, el procedimiento de 5-Expansiones se muestra una he- 
rramienta particularmente util. Para generar un algebra de Lie con una 
cierta estructura debemos buscar un semigrupo con un producto apropia- 
do. Luego, en lugar de resolver la identidad de Jacobi, basta con resolver las 
condiciones de resonancia [Vease ecs. (14.191) y (14.241) ]. lo cual en la practica 
muestra ser sencillo de resolver. 

Este nuevo procedimiento no solo permite obtener tensores invariantes pa- 
ra algebras expandidas, sino que tambien permite obtener nuevas alge- 
brasjunto con sus correspondientes tensores invariantes (mas generales que 
la traza) para elecciones de semigrupo un pequeno ejemplo 

"de juguete" , hemos obtenido una subalgebra resonante de Z 4 (8)05p (32|i) , 
para mostrar las posibilidades del metodo. 

En este sentido, los teoremas del Capitulo[4]forman una util "caja de herra- 
mientas para fisicos" la cual permite facilmente generar nuevas algebras y 
sus correspondientes lagrangeanos de Chern-Simons/Transgresion cuando 
se utilizan en conjunto con el Metodo de Separation de Subespacios. Por 
otra parte, resulta interesante observar como el origen de un algebra (si 
es que corresponde a una subalgebra resonante, a un 0#-reducci6n, etc.) 
tiene consecuencias en la forma del correspondiente tensor invariante, y 
asi, en la dinamica de la teoria construida a partir de este. El procedi- 
miento de reduccion en si mismo [22] resulta interesante; en cierta forma, 
permite facilmente "podar" un algebra y obtener asi una mas pequena. 
Asi por ejemplo, ha resultado posible entender la contraction de Inonii- 
Wigner no como un proceso de Kmite, sino mas bien como una cuidadosa 
"poda" (reduccion resonante) de una subalgebra resonante. Asi, resulta 
claro que information es la que se pierde al realizar la contraction, ya que 
es posible ver precisamente que sectores del algebra original estan siendo 
eliminados, lo cual a traves del procedimiento de Kmite original resulta 
dificil de observar. 

Sin embargo, a partir de los teoremas del Capitulo [H uno queda con la 
impresion de que de alguna forma, cuando un algebra de Lie corresponde 
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a algun tipo de ^-Expansion de otra, entonces el algebra original corres- 
pondent en cierta forma a una simetria "mas fundamental" . Asi, se vuelve 
importante resolver la pregunta inversa: "dada un algebra, £es esta una 
S- Expansion de otra? Y si lo es, ide cual?". Un ejemplo sencillo de esto 
es por ejemplo recordar que so (4) = Z 2 ® so (3) . Resolver esta pregunta 
permitiria encontrar tensores invariantes distintos de la traza, mas gene- 
rales. Resulta evidente que para resolver este problema, un primer paso 
es realizar una clasificacion de algebras 5-Expandidas, basada a su vez 
en una clasificacion de semigrupos abelianos. Asi mismo, result aria ex- 
tremadamente interesante considerar las consecuencias sobre la dinamica 
asociada a cada election de semigrupo y reduction posible, y en particular 
sobre el "problema del vacio" considerado en el punto anterior. En general, 
disponer de una clasificacion de la dinamica/topologia del vacio para dis- 
tintas simetrias podria ser de gran ayuda en la busqueda de una simetria 
fundamental. 

Por otra parte, resulta interesante considerar como es posible generalizar el 
procedimiento de ^-Expansion en si mismo. Hemos escogido un semigrupo 
discreto, finito y abeliano. Relajando la hipostesis de discretitud, el resul- 
tado seria un algebra continua con la forma de un algebra de corrientes, 



Escogiendo un semigrupo discreto pero de infinites elementos, obtendriamos 
un algebra de dimension infinita. Por ejemplo, las constantes de estructura 
de tendrian la forma 



con lo que obtendriamos un algebra del tipo de las algebras de Kac- 
Moodji. Por otra parte, generalizar el requerimiento de abelianidad parece 
tener consecuencias bastante mas dramaticas. Este requisito es bastante 
mas fundamental que los anteriores, pues es el que nos permite escribir el 
conmutador 



Sin embargo, es posible relajar este requerimiento utilizando en lugar de 
un semigrupo S un anillo R = B U F, que cumpla con los siguientes reque- 
rimientos extra: 




[T(A,a),T( B ,p)\ = A a A^ [Ta, T b ] • 



3 En torno a estos puntos, debo de agradecer especialmente algunas iluminadoras discusiones 
con el Prof. S. Bruce, Universidad de Concepcion, Chile. 
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• BflF = {0}, 

• Para todo elemento x,y G B y £,9 G F, sus productos satisfagan 

a;y = yx, 
x9 = 9x, 

& = -et, 

• y que utilizando el producto de subconjuntos Def. [20] se cumpla que 

B x B C B, 
B x F C F, 
F x F C £. 

i.e., que todo elemento en i? sea o bien abeliano o bien un numero 
de Grassmann. Utilizando el anillo R en forma analoga a como fue 
utilizado el semigrupo abeliano S, es posible extender el procedimiento 
de expansiones en formas extremadamente interesantes; por ejemplo, 
permite obtener superalgebras a partir de algebras y probablemente 
tambien a la inversa. Sin embargo, el procedimiento parece no trivial 
cuando no se posee el algebra envolvente universal en forma explicita 
(trabajo en progreso). 

Lagrangeano de Transgresion para el Algebra M: 

El ingrediente crucial en la construction de un lagrangeano de Chern- 
Simons/ Transgresion es el tensor invariante. Tal como hemos visto este es 
justamente el ingrediente "dificil de conseguir" en el caso del Algebra M. 
Con anterioridad a nuestro trabajo, se habia investigado en Refs. [28l[29j la 
construction de un tensor invariante a traves del metodo de Noether para 
el Algebra M. Este interesante result ado nos motivo a buscar un meto- 
do distinto para escribir tensores invariantes distintos de la traza, lo que 
desemboco finalmente en el procedimiento de S- Expansiones. Como resul- 
tado final, utilizando la "caja de herramientas para fisicos" del CapituloHl 
resulto finalmente sencillo escribir el lagrangeano. Al proceder de la misma 
forma que en Refs. [28, 29j, es posible encontrar la emergencia de un univer- 
so cuadridimensional como consecuencia del requerimiento de propagation 
de las perturbaciones, incluso cuando no se impone la nulidad de la torsion. 
Es interesante observar que en este contexto, es posible anular la torsion 
cuadridimensional sin anular la torsion en D = 11; las componentes de la 
torsion juegan el rol de un campo de materia en cuatro dimensiones. Tam- 
bien se debe de observar que aunque el Algebra M es una extension super- 
simetrica del algebra de Poincare, se obtiene un uni verso cuadridimensional 
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con constante cosmologica positiva. Esto es una muestra de lo no-trivial 
que se vuelve el predecir la fisica cuadridimensional inducida por un lagran- 
geano altamente no-lineal como el de Chern-Simons/Transgresion. Por esta 
misma razon, se debe ser extremadamente cuidadoso al tomar prestados 
argumentos de Supergravedad Estandar o Teoria de Cuerdas basados en 
condiciones de consistencia con la fisica cuadridimensional conocida. Los 
lagrangeanos de estas teorias suelen no presentar el grado de no-linealidad 
presente en el de Chern-Simons/Transgresion, y por lo tanto, la relation 
[fisica en dimensiones mas altas] - [fisica cuadridimensional] en estos casos 
es mas directa (o mas ingenua, segun el punto de vista que se prefiera). En 
efecto, en Refs. [HI, [75], se listan algunas de las caracteristicas mas "inusua- 
les" de las teorias de Chern-Simons/Transgresion, de las cuales citaremos 
un par: 

1. El numero de grados de libertad bosonicos y fermionicos no es el mis- 
mo: En las teorias supersimetricas usuales, el numero de grados de 
libertad es el mismo, bajo las hipotesis (lo cual es rara vez mencio- 
nado) de que el grupo de simetria del espaciotiempo es Poincare y 
de que los campos pertenecen a un supermultiplete. En el caso de las 
teorias de Chern-Simons/Transgresion, los campos pertenecen a una 
conexion en lugar de a un supermultiplete, y la simetria del espacio 
tiempo puede ser distinta de Poincare (por ejemplo, este es el caso 
cuando se utiliza osp (32|i) , en donde se tiene AdS). Por lo tanto, 
en general en las teorias de Chern-Simons/Transgresion el numero de 
grados de libertad bosonicos y fermionicos no precisa ser el mismo El 

2. Todos los campos fundament ales son de espin menor que 2 automdti- 
camente: Dado que todos los campos fundamentals son parte de 
una 1-forma conexion, y todos son tensores antisimetricos de Lorentz 
(como las cargas centrales del Algebra M, por ejemplo), se tiene en 
forma directa que todos los campos poseen un espm menor o igual 
dos, sin importar en que dimension se este trabajando. Esto esta de 
acuerdo con la fisica cuadridimensional observada, pero debemos re- 
cordar que el argumento usado para escoger D = 11 como el numero 

4 Es interesante observar que en la liter at ur a muchas veces ni siquiera se mencionan las 
hipotesis en las que descansa la afirmacion de que ambos numeros de grados de libertad deben 
ser iguales. 

Aun mas, en los hasta ahora infructuosos experimentos en busca de supersimetria, esto ha 
sido siempre dado por supuesto; se espera que sobre la escala de quiebre de supersimetria, 
aparezcan estados apareados que difieran solo en el numero fermionico. Si este tipo de expe- 
rimentos (por ejemplo en el LHC) continuara arrojando resultados negativos, esto no deberia 
interpretarse necesariamente como la no existencia de supersimetria, sino mas bien, como la 
violation de las susodichas hipotesis. 



CAPITULO 6. CONCLUSIONES 



de dimensiones de una teoria fundamental esta basado en parte en 
impedir la aparicion de espines mayores que dos en las teorias su- 
persimetricas usuales. Esto significa que en el context o de Chern 
Simons/ Transgresion, seria conveniente revisar cuidadosamente los 
argumentos que impiden la aparicion de dimensiones mayores que 
11. 

En el contexto del lagrangeano obtenido a traves del metodo de 5-Expansiones 
para el Algebra M, debemos observar que las variaciones de e a , b% b y 65 1 " a5 
en general generan restricciones en la dinamica cuadridimensional induci- 
da. Todo parece indicar que el permitir torsion no nula en dimensiones mas 
altas ayuda a introducir mas libertad en la fisica cuadridimensional, pero 
no parece ser suficiente como para tener Relatividad General estandar en 
cuatro dimensiones. En lugar de esto, lo que se se tiene es una dinami- 
ca cuadridimensional de Relatividad General con restricciones extra; una 
dinamica "congelada" . 

Esto es una consecuencia directa del proceso de 0#-reducci6n necesario 
para obtener el Algebra M, pues el 0#-reducci6n elimina las componentes 
del tensor invariante que justamente brindarian mas "mas elasticidad" a 
la teona. El procedimiento de 5-Expansiones entrega una solution natural 
a este problema, la cual es simplemente considerar otras superalgebras 
(vease por ejemplo la subalgebra resonant e de donde proviene el Algebra M, 
Sec. 15.1.11 o la subalgebra resonante de Z 4 ® osp (32|i) , Sec. 14.4.41) las 
cuales reproducen diversas caracteristicas del AlgebraM sin necesitar del 
Os'-reduccion. 

Relacion con Supergravedad CJS y Teoria de Cuerdas: La relation 
entre una teoria de Chern-Simons/Transgresion para el Algebra M u otra 
algebra relacionada y Supergravedad estandar y Teoria de Cuerdas es un 
problema altamente no trivial, el cual se complica aun mas debido a nuestra 
ignorancia en el comport amiento de teorias de Chern-Simons/Transgresion 
a nivel cuantico. Sin embargo, es claro que para hacer contacto con Su- 
pergravedad estandar, algunas identificaciones de los campos involucrados 
pueden hacerse; por ejemplo resulta natural construir a partir de la con- 
torsion k ab una tres forma potential, A 3 = e a e b k a i ) ] asi mismo, es posible 
construir una 6- forma a partir de b^ 1 '"^ , A 6 = e ai • • • e^^ 1 '" 05 ; en D = 11, 
sus respectivas "curvaturas" F 4 = dA 3 y F 7 = dA 6 pueden ser Hodge- 
duales (Vease por ejemplo, Refs. [7H [75] y [8]). Dado que una teoria de 
Chern-Simons/Transgresion es una teoria de gauge invariante off-shell, y 
supergravedad de CJS no lo es, resulta claro que en el proceso de recuperar 
supergravedad de CJS (si es que esto es posible) debe de haber un quie- 
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bre de simetria, ademas de que resultara necesario imponer restricciones 
extra (como la nulidad de la torsion por ejemplo). Podemos imaginar que 
el resultado final seria probablemente CJS mas otros tipos de terminos; en 
cierta forma, cualquier relacion entre ambas teorias debe ser bastante in- 
directa. Sin embargo, resulta interesante observar que en el paper original 
de CJS (Vease Ref. [IS]), se afirma que probablemente una supergravedad 
mas fundamental en D = 11 deberfa ser invariante bajo osp(32|i). Por 
otra parte, pese a no constituir teorias de supergravedad estandar, esta- 
mos frente a un tipo de teoria que incluye gravedad (de Lanczos-Lovelock) 
y que es invariante off- shell bajo transformaciones de supersimetriaE], y por 
lo tanto, constituyen supergravedades perfectamente bien definidas y auto- 
consist entes. Asi apart e de razones historicas, no parece haber argumentos 
a priori para preferir supergravedad de CJS por sobre una supergravedad 
de Chern-Simons/Transgresion. 

Por otra parte, las relaciones con Teoria de Cuerdas tambien constituyen 
un problema abierto. Sin embargo, debemos observar que los campos bf* y 
b^ 1 '"® 5 en el lagrangeano construido en la presente tesis se asocian en forma 
natural con 2 y 5-branas; por otra parte, es posible engrosar la superficie 
de mundo (world sheet) de cuerdas para asociarles acciones de Chern- 
Simons/Transgresion en tres dimensiones (Vease Ref. [43]). Un trabajo 
extremadamente interesante con respecto a acciones de branas y formas 
de Transgresion fue llevado a cabo por P. Mora en Refs. [45]. [44]: la idea 
principal es tomar branas de un numero impar de dimensiones y asociarles 
a cada una de ellas una accion transgresora, sobre un fondo dado tambien 
por una transgresion. 

Un enfoque un poco mas tradicional al respecto seria la busqueda de so- 
luciones de branas en teorias de transgresion en D = 11 o aun mejor, el 
obtener acciones de brana a partir de una accion de transgresion utili- 
zando deltas de Dirac generalizadas como forma diferenciajj (trabajo en 
progreso). Este punto de vista quizas pudiera entregarnos cierta informa- 
tion extra en relacion con Teoria de Cuerdas, pese a no disponer aiin de 
una teoria cuantica para una accion transgresora en altas dimensiones. 

Por otra parte, no esta del todo claro cuan exitosa sera Teoria de Cuer- 
das como marco final para describir en forma unificada todas las inter- 
actions de la naturaleza. En efecto, en el ultimo tiempo, se han alzado 

5 Esto esta en fuerte contraste con lo que ocurre en las teorias de supergravedad usuales, las 
cuales son simetricas solo on-shell, y por lo tanto, pueden poseer anomalias a nivel cuantico. 

6 En este aspecto en particular, deseo agradecer iluminadoras conversaciones con B. Jur- 
co (Arnold Sommerfeld Center de la Ludwig-Maximilians Universitat, Munich), el cual me 
guio hacia importantes trabajos de De Rham en este tenia. 
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fuertes criticas senalando algunos serios defectos de Teoria de Cuerdas 
(Vease por ejemplo, Ref. [71]). Aun cuando Teoria de Cuerdas resolvie- 
ra estos inconvenientes y resultara ser este promisorio marco unificado, el 
estudio de gravedad de Chern-Simons/Transgresion en dimensiones mas 
alt as continuaria siendo de extrema utilidad, pues en dimensiones impares 
estas constituyen la unica alternativa dinamicamente consistente (Vease 
Ref. [6]) y libre de fantasmas (Vease Ref. [76]) para una teoria efectiva 
para gravedad que incluya potencias mas altas de la curvatura. Por otra 
parte, una teoria de gauge de Chern-Simons/Transgresion para o$p (32|i), 
osp (32|i) x osp (32|i) 6 el Algebra M parece ser un candidato interesante 
para la postulada Teoria M de Witten (Vease Refs. [§H EH I5T]). 

En el caso de que estuvieramos equivocados, y Teoria de Cuerdas no fuese 
este marco final, este tipo de teorias siguen siendo una interesante alterna- 
tiva, pues por si mismas constituyen supergravedades invariantes off-shell 
independientemente de si Teoria de Cuerdas funciona o no. Sin embargo, 
parece interesante en este caso abrirse a la posibilidad de trabajar en di- 
mensiones distintas de once y a investigar nuevas simetrias, como las que 
han sido invest igadas en la present e tesis. 

Mi opinion personal con respecto a la relation entre Teoria de Cuerdas y 
supergravedades de Transgresion/Chern-Simons es en cierta forma una option 
intermedia entre los dos puntos de vista extremos ya discutidos. Por una parte, 
me parece que la idea de utilizar cuerdas y membranas para construir una teoria 
fundamental es belhsima; la sencillez matematica de describir todas las inter- 
acciones de la naturaleza como distintos modos de vibration de un solo objeto 
fundamental es irresistible. Pero asi mismo, debemos recordar que para construir 
una teoria cuantica, debemos recurrir a la igualmente elegante formulation de 
Integrales de Camino de Feynman, para lo cual debemos de construir el apro- 
piado funcional de accion. Es en este punto en particular en donde me parece 
que en la liter atura existe una alt a dosis de ingenuidad; por ejemplo, es claro 
que la accion de Polyakov utilizada como accion para la cuerda constituye en el 
mejor de los casos simplemente una accion efectiva sobre una metrica de fondo. 
La situation se repite de una forma u otra cuando se escriben acciones para 
branas. El punto es que los principios de accion se const ruyen en cierta forma "a 
mano" , simplemente para intentar de alguna forma generar algo que se parezca 
a la fisica cuadridimensional conocida (i.e., el Modelo Estandar). Este camino 
es en cierta forma el camino tradicional de la Fisica (construir una teoria que 
permita reproducir los datos experimentales); basta con considerar por ejemplo 
la historia de la Mecanica de Newton o de la Electrodinamica de Maxwell. Sin 
embargo, me parece que este camino a cierto nivel de profundidad se vuelve 
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impracticable, tal como explica P. A. M. Dirac en la introduction de su famoso 
paper del Monopolo Magnetico (Vease Ref. [25]): 

"The steady progress of physics requires for its theoretical formula- 
tions a mathematics that gets continually more advanced. This is only 
natural and to be expected. What, however, was not expected by the 
scientific workers of the last century was the particular form that the 
line of advancement of the mathematics would take, namely, it was 
expected that the mathematics would get more and more complicated, 
but would rest on a permanent basis of axioms and definitions, while 
actually the modern physical developments have required a mathe- 
matics that continually shifts its foundations and gets more abstract. 
Non.euclidean geometry and non- commutative algebra, which were at 
one time considered to be purely fictions of the mind and pastimes for 
logical thinkers, have now been found to be necessary for the descrip- 
tion of general facts of the physical world. It seems likely that this 
process of increasing abstraction will continue in the future and that 
advance in physics is to be associated with a continual modification 
and generalisation of the axioms at the base of the mathematics rat- 
her than with a logical development of any one mathematical scheme 
on a fixed foundation. 

There are at present fundamental problems in theoretical physics 
awaiting solution, e.g., the relativistic formulation of quantum me- 
chanics and the nature of atomic nuclei (to be followed by more diffi- 
cult ones such as the problem of life), the solution of which problems 
will presumably require a more drastic revision of our fundamental 
concepts than any that have gone before. Quite likely these changes 
will be so great that it will be beyond the power of human intelligence 
to get the necessary new ideas by direct attempts to formulate the 
experimental data in mathematical terms. The theoretical worker in 
the future will therefore have to proceed in a more indirect way. The 
most powerful method of advance that can be suggested at present is to 
employ all the resources of pure mathematics in attempts to perfect 
and generalise the mathematical formalism that forms the existing 
basis of theoretical physics, and after each succes in this direction, 
to try to interpret the new mathematical features in terms of physical 
entities^ 

7 u El constante progreso en fisica requiere para su formulation teorica una matemdtica que 
continuamente se vuelve mas avanzada. Esto es natural y esperable. Lo que, sin embargo, 
no fue esperado por los trabajadores cientificos del ultimo siglo fue forma particular que la 
Unea de avances matemdticos tomaria, a saber, se esperaba que las matemdticas se volverian 
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Siguiendo esa lmea de pensamiento, debemos recordar que Einstein al for- 
mular Relatividad General, o Dirac al predecir la existencia de la antiparticula, 
no estaban intentando simplemente reproducir fisica conocida, sino que estaban 
siendo guiados a traves de principios de belleza matematica, los cuales les per- 
mitieron construir una teoria consistente y posteriormente, efectuar predicciones 
experimentales. De la misma forma, me parece probable que la mejor manera de 
buscar un principio de accion fundamental, que unifique todas las interacciones 
conocidas, no sea buscar "algo" que reproduzca la fisica conocida despues de un 
complicado proceso de compactificacion, sino mas bien, buscar una entidad que 
tenga un significado matematico especial por si mismo, y que se preste en forma 
natural para la construction de la teoria. En ese sentido, la profunda relacion con 
topologia de las formas de transgresion y su relacion con el teorema del mdice 
parece especialmente seductora: este tipo de acciones tiene un claro significado 
matematico per se, y se presta en forma natural para construir teorias de gauge, 
y aun mas, supergravedad. 

Por ello, me parece probable que una teoria de campos construida a partir 
de una supergravedad de transgresion contenga de alguna manera algun tipo 
de teoria de cuerdas (probablemente con una accion mas compleja que la de 
Poliakov) y branas en forma similar a como la accion de Dirac contiene la accion 
para la particula libre clasica. En otras palabras, lo que se necesita es una Teoria 
de Campos Cuantica para cuerdas consistente, y personalmente, me parece que 
una accion del tipo de Transgresion podna hacer este trabajo, dada su profunda 



mas y mas complicadas, pero descansando en una base permanente de axiomas y definiciones, 
mientras que en realidad los desarrollos de la fisica moderna han requerido una matematica 
que continuamente mueve sus fundamentos y se vuelve mas abstracta. Geometria no-eucMdea 
y algebra no-conmutativa, las cuales en su momento fueron consideradas puramente imagi- 
nations y pasatiempos para pensadores logicos, ahora han pasado ha ser necesarias para la 
description general del mundo fisico. Parece probable que este proceso de incremento de la 
abstraction continue en el futuro y que el avance en fisica estard asociado con una continua 
modification y generalization de los axiomas en las bases matemdticas en vez de con desa- 
rrollos logicos de cualquier esquema matematico con un fundamento fijo. En el presente, hay 
problemas fundamentales en fisica teorica esperando por solution, e.g., la formulation relati- 
vista de la mecdnica cuantica y la naturaleza del nucleo atomico (seguidos de problemas mas 
dificiles tales como el problema de la vida), cuya solution presumiblemente requerird una re- 
vision de nuestros conceptos fundamentales mas drdstica que cualquiera ocurrida antes. Muy 
probablemente estos cambios serdn tan grandes que estard mas alia del alcance de la inteligen- 
cia humana obtener las nuevas ideas necesarias a traves de intentos directos de formular los 
datos experimentales en terminos matemdticos. Por lo tanto, el trabajador teorico en el futuro 
tendrd que proceder de una forma mas indirecta. El metodo de avance mas poderoso que puede 
ser sugerido en el presente es emplear todos los recursos de la matematica pura en intentos 
por perfeccionar y generalizar el formalismo matematico que constituye la base existente de 
la fisica teorica, y despues de cada exito en esta direction, intentar interpretar las nuevas 
propiedades matemdticas en terminos de entidades fisicas? 
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belleza matematica. 



CAPITULO 6. CONCLUSIONES 



Capitulo 7 
Apendices 



u Long is the way 
And hard, that out of Hell leads up to Ligh^ 
(John Milton, Paradise Lost) 



Largo y dificil es el camino, que desde el Infierno lleva hacia la Luz. 
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Apendice A 

Variacion de la Forma de 
Transgresion 



En este apendice se deduce la variacion del Lagrangeano transgresor [ec. (13.51) 
bajo las variaciones infinitesimales 

A ^ A! = A + SA, 
A ^ A' = A + 5A. 

Bajo estas variaciones, tenemos 

S& = 8 A - 5 A, 
5 A t = SA + t6&, 

y en terminos de ellas, el Lagrangeano transgresor [ec. (13.21) ] varia de la forma 

5L^ n+1) = kn (n + 1) / dt (0D t 5A t F^ _1 ) + k(n+l) [ dt (6&F?) . (A.l) 

J o J o 

Usando la regla de Leibniz para D t y ec. ( 12.301) . integramos por partes, 

(©D^Fr 1 } = (DteSAtF?- 1 ) - d (eSAtF?- 1 ) . (A.2) 
Usando las relaciones 

Tt F < = D ' ' 

en ec. ( IA.2I) integramos por partes en i, 

n (QDtSAtFr 1 ) = f f ($A t F n t ) - (8&F n t ) - nd (@SA t Fr l ) ■ 
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Reemplazando en ec. flA.lj) . llegamos al resultado final 

SL (?n+i) = k ( n+1 ) (( SAF nj _ (sAF n )) + kn (n + 1) d / dt (SAt&F^- 1 ) . 

Jo 

Es interesante observar que el termino correspondiente a las ecuaciones del 
movimiento, k (n + 1) ((5AF n ) — (5A.F n )) , es facilmente deducible del Teore- 
ma de Chern-Weil, ec. (12.491) . 



Apendice B 
Teorema de Noether 



En esta seccion, escribiremos el teorema de Noether en general, sin romper 
con la estructura de forma diferencial del lagrangeano. 

Sea M una variedad d-dimensional y sea (^) una d-forma Lagrangeana 
para un conjunto de campos Lp A . Entonces, bajo la variacion Lp A —> Lp A + 5(f A , el 
lagrangeano variara de la forma 

SEW = E A Sp A + d (B A 5tp A ) (B.l) 

en donde 

E A (<p) = 

corresponde a las ecuaciones de movimiento y 

b a (<p)s<p a \ 9M = o 

a las condiciones de contorno. Debemos recalcar que con S estamos denotando 
la variacion funcional, i.e., 

6<p A = (/' (x) - <p A (x) . 

Consideremos que el lagrangeano posee dos simetnas: una sera la de 
difeomorfismos, y la otra, una simetria de gauge. 



B.l. Corriente de Difeormofismos On-Shell 

Bajo un difeomorfismo infinitesimal, x —> x + £, la variacion funcional de 
una p-forma diferencial arbitraria a = ^ Ml/i2 ... /ip dx /il • • • dx^ p viene dada por 
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en donde £^ corresponde a la derivada de Lie 

dl^ + I^d, 

y 1^ al operador de contraction 

Por lo tanto, evaluando ec. fIB.ll) para la variation funcional asociada a un 
difeomorfismo, tenemos 

-£^ d) = -E A £^ A - d (B A £^ A ) . 

Dado que es una d- forma, £^L^ = dl^L^ d \ y por lo tanto, llegamos a 
la identidad 

d {B A £^ A - l^L {d) ) + E A £^ A = 0. 

Definimos 

* j( dif -° n ) = B A £^ A - \L {d \ (B.2) 

y por lo tanto, tenemos 

d * j(dif-on) + E A £ ( (p A = 0. (B.3) 

Cuando tp A corresponde a una configuracion on-shell, i.e., que satisface E A ((p) 
0, j( dlf_on ) es conservada, 

d * j( dif -° n ) = o. 

B.2. Corriente de Gauge On-Shell 

Cuando el lagrangeano es invariant e bajo una transformation de simetna 
infinitesimal ip A —> ip A + e A , tenemos que ec. ( IB. If) corresponde a 

E A e A + d(B A e A ) =0. 

Asi, cuando definimos * j(g au g e -° n ) = B A e A ) tenemos 

d * + E A e A = 0, (B.4) 

y asi, cuando tp A corresponde a una configuracion on-shell, j(g au g e -° n ) se conserva, 

^ * j(gauge-on) = q 



B.3. CORRIENTES CONSERVADAS OFF-SHELL 
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B.3. Corrientes Conservadas Off-Shell 

Debe de observarse que cuando E A £^ A corresponde a una forma exacta, 

E A £ i <p A = dX, (B.5) 

es posible definir 

^ j(dif-off) = ^ j(dif-on) + x (B.6) 

la cual se conservara [vease ec. (IB. 31) ] sin requerir que (p A satisfaga las ecuaciones 
del movimiento, 

d * j( dif -° ff ) = 0. 

De la misma forma, cuando E A e A corresponde a una forma exacta, 

E A e A = dY, (B.7) 

entonces 

^ j(gauge-off) = ^ j(gauge-on) + y 

se conservara [vease ec. (IB. 41) ] para cualquier configuration de tp A . 

B.4. Cargas conservadas 

Sea S una variedad (d — l)-dimensional, e impongamos la condition de que 
M tenga la topologia M = I x E . Esto significa que siempre existe un embebi- 
miento 

E : S S M C M 

de S en M. Sea J una corriente conservada en M, d M * J = 0. Entonces, 
definimos la carga Q asociada a J como 



en donde S* * J corresponde a la imagen reciproca de * J inducido por el embe- 
bimiento S. 

Cuando * J corresponde a una forma exacta sobre M, * J = d M a, entonces la 
carga puede escribirse como una integral sobre <9E , 

Q= f S*(d M a), 
(dE )*a. 



APENDICE B. TEOREMA DE NOETHER 



Apendice C 



Reduccion Resonante cuando g 
satisface las condiciones de 
Weimar- Woods 

En este apendice demostraremos que ec. (14.531) corresponde a la condicion 
de reduccion resonante ec. (14.241) para la subalgebra resonante encontrada en 
Sec. I4A41 

En efecto, sea q = ©™ =0 V p una descomposicion en subespacios de q la cual 
satisface las condiciones de Weimar- Woods, ec. (14.451) y sea = [J p=0 S p la 
correspondiente descomposicion resonante de S^\ con 

S p = {A ap , tal que a p — p, . . . , N + l} N + 1 > n. 
Ahora, particionemos cada subconjunto S p — S p U S p como en ecs. ( 14.511) - 

S p = {\ ap , tal que a p = p, . . . , N p ] , (C.l) 
S p = {A ap , tal que a p = N p + 1, . . . , N + 1} . (C.2) 

Observemos que esta particion satisface automaticamente las siguientes tres 
propiedades: 

N p >N q &S p c S q , (C.3) 
S xS q = S q , (C.4) 
S p xS q C S x tal que N x < H N+1 (p + N q ) . (C.5) 

Dado que g = ®p =0 V p satisface las condiciones de Weimar- Woods, entonces 
la condicion de reduccion resonante ec. (14.241) sobre la particion S p = S p U S p 
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toma la forma 

Hn(p+q) 

S p xS q c p| S r . (C.6) 

r=0 

Analizemos primero est a condicion para el caso p — 0, 

Q 

So x S q c f| 

r=0 

Utilizando ec. (1C.4I) . tenemos que esto es equivalente a exigir 

S q cf] S r . (C.7) 

r=0 

Asi, para todo r tal que < r < g tenemos S q C S ri y usando ec. (1C.3I) . 
obtenemos la condicion equivalente sobre los AT's, 

Vr < g,N r < N q . (C.8) 

Dada esta condicion, tenemos que entonces 

Hn(p+q) 
r=0 

y por lo tanto, la condicion de reduction resonante ec. (1C.6I) toma la forma 

S p X S q C S Hn ( p + q ). (C.9) 

Para resolver esta condicion, basta con imponer que para cada tal que 
N x < i^Ar+i (N q se cumpla que aS x C SH n (p+ q ) (vease propiedad ec. (1C.5I) de 
la partition). Utilizando la propiedad de la partition ec. f jC.3|) . es posible escribir 
en forma equivalente 

ViV, < H N+l (N q + p) , N Hn{p+q) < N x . (CIO) 

Por lo tanto, se tiene tambien que 

N Hn(p+q) <H N+1 (N q +p). (C.ll) 
Para el caso p — 1, se tiene 

AWi) < ^+1 (iV, + 1) , 
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y utilizando ec. (IC.8I) . llegamos a las desigualdades 

N q < N Hn{q+1) < H N+1 (N q + 1) . 
Su solution es simplemente 

iV?+1 " \ H N+1 (N q + 1) • 

Esto resuelve la condition ec. (1C.6I) y por lo tanto, tenemos que 

n 

=(&S p ®V p , (C.12) 
con S p = {A ap , tal que a p — . . . , A^} y en donde 

Np+1 = {hZ(n p + i) ' (ai3) 



es un algebra de Lie resonantemente reducida con constantes de estructura 

y (a P: a p )(b q ,/3 q ) ~ a p (3 q a p b q ' 



^Kfc, ,^) (Cr ' 7r) = ^ 7r Ca B6o Cr > with op, 7 p = P, • • • , N p . (C.14) 



APENDICE C. REDUCCION RESON ANTE/WEIMAR-WOODS 



Apendice D 



Matrices de Dirac y 
Componentes del Tensor 
Invariant e de osp (32 



„Es gibt keinen Gott, und Dirac ist sein Prophet" 
(Wolfgang Pauli) 

En la presente tesis hemos utilizado la representation en supermatrices de 
osp (32|i) para escribir su algebra (Sec. 14.41) y luego algunas de las componentes 
de la supertraza simetrizada utilizadas para construir el tensor invariante para 
el Algebra M (Sec. E2ZD). 

En el sector bosonico del algebra [$p (32)] se ha escogido por conveniencia 
como base a las matrices de Dirac@ en D = 11 (32 x 32 componentes) como 

p = ±r 

± a g a ' 

T - l -V 

*J ab 2 a>b i 

z -V 

^ abode ^ abode ) 

en donde Y ai ... an = ±T [ai • -T an] . 

Con la exception de la identidad, las matrices de Dirac son de traza nula; por 
lo tanto, para calcular la supertraza de un producto de ellas basta con expresar 
este en la base de las matrices de Dirac y considerar el termino proportional a 
la identidad. 



1 "No hay ningun Bios, y Dirac es su Prof eta" 

2 Esta no es la unica eleccion, tambien es posible utilizar matrices de Dirac en D = 12 para 



llevar a cabo la construccion (Vease por ejemplo Ref. [60] ) 
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Asi, tanto para calcular los conmut adores de Bp (32) como para calcular la su- 
pertraza de un producto de matrices es necesaria una regla que permita expresar 
el producto de matrices de Dirac en la base de Dirac. Resolver este problema no 
es tan trivial como pudiera parecer, su solucion es tratada en Ref. VanProeyen. 

La solucion general de este problema en cualquier dimension viene dada en 
Ref. [65] la cual puede reescribirse en forma mas explicita como (Vease Ref. [52]) 



1 1 bi-bj 



E 7^(- 1 ) Hs " 1) ^ 1 ''^---^ 5 )' 



t\u\ 

s=0 



en donde 



con 



r^ai---ai ( \ f_l\^ 5 ( 5_1 ) ^ ;fli-fliei-e tt pdi-di 

U b!-bj \ b ) — \ L ) t\u\ 1 "' dtbl "' bj e i-^' 



t = i — s, 
u = j-s, 

y en donde la matriz de Dirac sin ningun mdice denota la identidad, T = 1. 

Para manipular esta identidad, es de extrema utilidad descomponer la delta 
antisimetrizada como 

ri+l n+2 n+m— 1 n+m 

etr = (-i) |m(m+1) E E ••• E E (-ir + - +Pm x 

Pl = l P2=P1 + 1 p m _l=p m _2 + lpm=Pm-l + l 

h vV h vm 6i-S P1 -S Pm -6 m+n ' ^ ' ' 

en donde el simbolo aA " ha sido utilizado para senalar omision de un mdice. 
Por ejemplo, esta nos permite escribir 



l+j-S j 1+2-S 

\ / > m -! \-n. -\-(i \ -\ \-d. ^ 

Pl = l p s =p s _i + l <7l = l g s =g s _ 1 + l 



^[a gi ---a gs ][6 Pl ---6. 

en donde 

^7[ai---a n ][6i---6 n ] = ?7aici ' ' ' Va n c n ^bi •••b n > 

con lo que es posible escribir en forma directa r ai ... ffli r& 1 ...&.. A partir de estas 
identidades, es posible expresar los conmutadores de Bp (32) como 

mm(i,j) 

r h'» ■■'■> +„ .r, bj ] = E [1 -(-i)'' s ' .r -" /i'" ••'''/;„,.,,,„...,,,(-) 

.s=0 
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o incluso anticonmutadores, 

mm(ij) 

•I"' '/;'"-''< {r ai ... Qi ,r 6l ... 6 .} = [ 1 + "1 A " (*) , 

en donde 

/l" 1 -"'7i'"-" J A, 1 •••«,/-,-/, (s) = Q Q (-l) s(s " 1)/2 x 



El calcular los anticonmutadores entre matrices de Dirac resultara util para 
calcular la traza simetrizada. En efecto, sean Xi, . . . , X n n matrices cuadradas 
y denotemos su producto simetrizado por {Xi • • • X n }. Entonces, el producto 
simetrizado de n + 1 matrices puede ser escrito como 

-y n+l 

{Xi---X n+ i} = - - ^ jx*, |Xi • • • ^ • • • X n+i J| . 
^ ' ?'=i 

Asi vemos que para obtener un producto simetrizado de matrices, basta con 
conocer los anticonmutadores. Dada la estructura del tensor invariante para el 
Algebra M, [ecs. (15.301) - (15.341) ] tenemos que un anticonmutador particularmente 
importante corresponde a 

}_ X a ia2Bbl .- bj {r oiaa ,r 6l ... b ,} = x a ^B a *- a ^T ai ... aj+2 -j (j - i)x„. ulj B'"-"n- ar 

especialmente en el caso cuando j = 2n y 

~ (2n)l b ^ 1 " n 
En este punto, debe de utlizarse la identidacH 

fVl DOi-0 2n 2! ^a 1 ...q 2n _ 2 ( 1 ■ / \^6l6 2 V^&2n-3&2n- 

^Ja 2 n-ia 2 n jD ~~ (2n)! 6l "' 62n - 2 2-^ Wn-1)! ' ™ ^ " 

~ (n- 2)! ^ a 6 ^ CT(2) J CT ( 3 ) ' ' ' CT < n ) J ' 

(D.2) 



3 El calculo de esta expresion no es del todo trivial; debe de utilizarse en forma extensiva 
ec. (|D.l|h separar sumatorias y renombrar indices en forma cuidadosa. 
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para escribir 



1 701021/^1^2 V^2n-1^2n fp p \ 



yv 1 1 1 n L ai"-02n+2" r 

n 

+ 2 tr (xr,) [Yi] aia2 • • • y« • • • [ Yn ] a2n - 3a2n - 2 r ai ... a2 „_ 2 + 

2=1 

n 

2 2 E M ai a x ^ K'] 6a2 [ yi ] a3a4 • • • £ • • • Yj ■ ■ ■ [Y n ] a2n ~ 3a2n - 2 r ai ... 



«1 •••CL2n-2 ' 



i,j=l 
i+3 



Con esta identidad, calcularemos el producto simetrizado de hasta 5 matrices 
de la forma X = X ab Y ah) 



{X Y X 2 } = Xr 2 X^ a4 r ai ... a4 + 2 tr (XxX 2 ) 1, (D.3) 

/ V V V 1 V a l a 2 V a 3 a 4 V a 5«6 P I 

\^1^2^3J — A l A 2 A 3 i ai-"a 6 "r 

+ ( tr ( X ^(l) X ^(2)) ^(3) 2 - \ [ X *m] aib [ X *(2)] bc [ X ^)]) T a ia2 , 

(D.4) 



f V V V V 1 V a l a 2 V a 3«4 V a 5 a 6 V a 7«8P I 

|^lA2^3^4/ — A x A 2 A3 A 4 lai-agT 



-3 L A *(1)J L A *(2)J [ A ^(3)J 6c 1^(4) J I 1 ar..a 4 + 

+ ( ^ tr ( X -(D X -(2)) ^ (X a(3 )X a(4 )) + 

~3 tr (^ (J ( 1 )^ (J ( 2 )^ (7 ( 3 )^ (7 ( 4 ))^) ^ 
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( V V V V V \ V a l a 2 V a 3«4 V a 5«6 V a 7«8 V a 9«10 "P I 

|^l^ 2 ^3^4^5i — A l A 2 A 3 A 4 A 5 1 ai-ai ~i 

+ E (V (^(D^(2)) K\z)Kl%K^ + 



CIQ 



-3^(1)^(2) |/M3)J [ A ^4)J fcc [A ct(5 )J I 1 ai - 

<7&S 5 V 

- g tr (X a(1) X a(2) ) [X a(3) ] aib [X a{4) ] bc [^( 5 )] Ca2 + 

— 2 tr (X (T ( 1 )X cr (2)X cr (3)X cr (4)) [X CT ( 5 )] aia2 + 

+ [ X ^T lb i. X ^bc [ X °mY d [ X ^)]de [ X *(5)] ea2 ) F aia 2 - 



(D.6) 



Para calcular supertrazas simetrizadas involucrando fermiones, se debe pro- 
ceder en forma analoga, obteniendose (Vease Ref. [52]) 

Str(xC)=2*C, (D.7) 
Str(x^iC) = 0, (D.8) 

Str(x^ 1 A' 2 C) = ^R^2}C, (D.9) 
Str(x^iW 3 C)=0, (D.10) 
Str (xX^XsXtC) = \x {*i*2* 3 * 4 } (. (D.ll) 

en donde X = xQ J C = QC 

En D = 11, solo la mitad de las matrices de Dirac son independientes, pues 
T ai ... an oc e ai ... anan+1 ... ail T an+1 "' ai1 . En particular, se tiene qu<0 

r = s 1 

Asi, las unicas matrices de Dirac con traza no nula son 1 y r ai ... ail . 

Hasta el momento hemos considerado el producto simetrizado de hasta 5 
matrices T^; para obtener la traza simetrizada de seis matrices debemos observar 
que dado que r ai ... an es de traza no nula, solo los siguientes productos de matrices 



4 Estamos usando la representation donde • • Tn = +1; en el caso contrario, se tiene 
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de Dirac tienen traza no nula: 

X a ia2 . . . X a 9 a 10 yau Tr (r fll ... ai(j r ail ) = Tr (1) E ai ... ail X^ 

x a ia2X a 3ai Tr (r aia2 r a3a4 ) = Tr (1) 2 tr {X X X 2 ) , 

X a ia2 . . . X a 5 a 6 ya 7 - ail Tr (T ai ... a6 T a7 ... ail ) = Tr (l) £ ai ... an X?* 3 



(D.12) 
(D.13) 

X a5a6 Y a7 "' ai1 
(D.14) 



X a ia2 . . . X a 9 a 10 y bl ... b5 Tj , ^ ^ ^ = 

Tr fl \ \ ^ I ^ Y a i a 2 x^a7a 8 1 ^cic 2 a 9 ai aii , 

20 \ 

i w x^aia 2 x^a 5 a 6 [ x- 1 a 7 [ y 1 a 8 ^6i6 2 a 9 ai aii \ (y\ -i r\ 

+ Y A a(l) • • • X a(3) l X *W\ bl [ X ^)\ b2 Y J ^i-air 

La ultima traza es particularmente dificil de escribir, requiere el uso cuidadoso 
de identidad ec. (ID. 21) . 

Utilizando los productos simetrizados ecs. flD.3l) - flD.6l) . y las trazas ecs. (ID. 121) - 
(ID.15I) junto con las supertrazas ecs. (ID . Th - (ID . 1 lh . resulta sencillo escribir las 
componentes de polinomio invariante, ecs. fl5.35l) - fl5.38l) . las cuales se utilizan 
para escribir el polinomio invariante para el Algebra M. 

Utilizando los productos simetrizados de 2, y 4 matrices, resulta directo re- 
lajar las const antes de acoplamiento como se muestra en Sec. 15.2.21 provistos de 
la apropiada simetrizacion de componentes del tensor invariante. 
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